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Kapitel 9

Eigenwerte symmetrischer
Matrizen

9.1. Grundlegende Definitionen und Satze

Bekanntlich lassen sich flr reelle und komplexe quadratische Matrizen Eigenwerte
und Eigenvektoren definieren. Dabei sind die Eigenwerte und Eigenvektoren auch
fur eine reelle Matrix durchaus komplex.

Es seiAd € C"*" . Eine Zahl\ € C heil3tEigenwert der Matrix A, falls ein Vektor

x € C" mit & # o existiert, so dasglx = \x gilt. Jeder derartige Vektor heif-
genvektor zum Eigenwert\.

Aus Ax = \zx folgt (A — A\I)x = o . Damit dieses Gleichungssystem nichttrivia-

le Losungen besitzt, muss der Rang der Ma#ix- A\I Kkleiner alsn sein, d. h. es
muss dgtA — AI) = 0 gelten. Damit ergibt sich gleich die néchste Definition. Das
Polynomy () = det( A — puI) heil3tcharakteristisches Polynonder Matrix A. Of-
fensichtlich gilty € IM,,. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind ge-
rade die Eigenwerte vod. Das charakteristische Polynom der Matdxhabe die
Darstellung:

o) = (=1)"(p = A0) (= A2)72 - (e = Ap) 7"
mit paarweise verschiedenam, \», ..., \;. Dann heil3en die Zahlen
og=0(N),i=1.. .k,

algebraische Vielfachheitender Eigenwerte\;, i = 1,...k. Wegen Grafp) = n

folgt o1 + o2+ - - - + 0. = n. Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert sind offensicht-
lich nicht eindeutig bestimmt. Sing und y Eigenvektoren zum Eigenwel, so

sind auch alle Linearkombinationenc + Sy # o Eigenvektor zum Eigenwent.

Die Menge aller Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert bildet gemeinsam mit
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2 KAPITEL 9. EIGENWERTE SYMMETRISCHER MATRIZEN

dem Nullvektor einen Unterraum de¥'.
Es seidA € C"*" und \; ein Eigenwert vorA.

L; Iﬁ(>\2) = {ZE e C" ‘ (A—>\Z’I)ZU :O}
heil3tEigenraum des Eigenwertes;. Die Zahlen
0i=o(N)=dm(L;) =n—rg(A-NI), i=1,.. .k

heiRengeometrische Vielfachheiterder Eigenwerte\;, i = 1,..., k. Geometrische
und algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes brauchen nicht tibereinzustimmen.
Das zeigen schon die folgenden einfachen Beispiele.

9.1. Beispiel:Es seiA = \I. Das charakteristische Polynom vdnlautet
p(p) =detlA—pul) = (p—A)".

A ist der einzige Eigenwert voA. Jeder Vektorr € R" mit x # o ist Eigenvek-
tor zum Eigenwert\. Geometrische und algebraische Vielfachheit wosind also
jeweils gleich n. Q

9.2. Beispiel:Es sei

(A1 o\

Al
B= o e R"™",
Al
\ 0 y
Wir erhalten als charakteristisches Polynaitu) = det{ B — pI) = (u— A)". Die

Zahl )\ ist einziger Eigenwert vomd mit der algebraischen Vielfachheit Fur die
geometrische Vielfachheit vakergibt sich aber

o=n—rg(B=A)=n—(n—1)=1
A hat die geometrische Vielfachheitidn. @

Die algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes unterscheiden
sich daher. Wir werden spéter zeigen, dass die geometrische Vielfachheit eines Ei-
genwertes nicht groR3er ist als seine algebraische Vielfachheit. Eine Matrix, die min-
destens einen EigenweXximit o(\) < o () besitzt, hei3t defektiv. Wollen wir Eigen-
werte und Eigenvektoren einer Matrix berechnen, so ist einerseits zu untersuchen,
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wie diese Grofl3en auf Storungen in der Matrix reagieren, und andererseits, wie die

Eigenwerte und Eigenvektoren verschiedener Matrizen miteinander zusammenhéan-
gen. Der erste Gesichtspunkt wird Gegenstand des nachsten Abschnittes sein. Zum
zweiten Aspekt notieren wir folgenden Satz.

9.3. Satz:Ist p(u) = v+ v+ -+ +ympu™ ein beliebiges Polynom, und definiert
man fur eine MatrixA € C"*" die Matrix p(A) durch

p(A) =l +711A+ -+ A",

so besitzt die Matriy(A) den Eigenvektor zum Eigenwerp(), falls = Eigen-
vektor vonA zum Eigenwerh ist. Insbesondere besitztA den Eigenwertx\ und
A+ 71 den Eigenweri + 7.

Beweis:Aus Az = \z folgt A%z = A(Ax) = MAzx = \°z und allgemein

Al = N
Damit erhalt man sofofi( A)x = p(\)x. *
Weiterhin gilt

9.4. Satz:Ist A Eigenwert der MatrixA, so ist\ auch Eigenwert der Matrid” und
) ist Eigenwert vomA ™.

Beweis:Es gilt:

det( AT — \I) = det((A — \I)T) = det( A — \I)

det A” — \I) = det((A — AI)) = det( A — \I).
*

Wichtig sind Transformationen, die das Eigenwertspektrum einer Matrix unverandert
lassen. Es sedA € C"*" eine beliebige Matrix und” € C"*" sei regular. Dann
bezeichnet man die Abbildung

A B=T1AT

als Ahnlichkeitstransformation . Die MatrizenA und B heiReréhnlich.

Ist eine Matrix zu einer Diagonalmatrix &hnlich, so hei3tdimgonaléhnlich. Die
Eigenschaften einer Ahnlichkeitstransformation werden in folgendem Satz beschrie-
ben.
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9.5. Satz:Die Matrix A € C"*" werde mittels einer regularen MatriX’ ¢ C"*"
in B = T~1AT transformiert. Dann habem und B dieselben Eigenwerte mit
denselben algebraischen und geometrischen Vielfachheiten.

Beweis:Aus
B-MN=TAT -\ 'T=T"YA-)D)T
folgt
det B — \I) = de{T 1)def{ A — \I)del(T) = det A — \I).

Die charakteristischen Polynome vadnund B stimmen daher tGiberein. Damit haben

A und B dieselben Eigenwerte mit denselben algebraischen Vielfachheiten. Fir die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerkeson B gilt wegen der Regularitat von

T:

o =n—rg(B=ANI)=n—rg(T"YA-NIT)=n—rg(A—NI) ="

i
*

Viele Verfahren zur Eigenwertberechnung beruhen darauf, dass man versucht, die
Matrix durch Ahnlichkeitstransformationen so umzuformen, dass Eigenwerte und
eventuell Eigenvektoren leicht ablesbar sind. Eine Mdglichkeit zeigt der folgende
Satz.

9.6. KomplexeScHUR-Zerlegung: Zu jeder(n,n)-Matrix A € C"*" existiert eine
unitare MatrixU e C™*", so dasd/ ! AU eine obere Dreiecksmatrix ist, in deren
Diagonale die Eigenwerte vaA stehen.

Beweis:Wir beweisen den Satz mittels Induktion tber die Dimension

Furn = 1 ist die Aussage trivial.

Wir nehmen an, dass die Aussage fur gle— 1) x (n — 1)-Matrizen gilt. Es sei
nun A € C"*" und \1 ein Eigenwert mit einem zugehdrigen Eigenvekigr# o.
O.B.d.A. sei||v1]|2 = 1. Nun existieren weitere — 1 Vektorenvo, vs, ..., v, finden,
so das1,vo, ..., v, eine Orthonormalbasis d€¥' bilden. Die aus diesen Vektoren
gebildete MatrixV' = (vq,v2,...,v,) ist unitér, und es gilt

Aoyl

VHAV:<O A)’ AeCctOx=1) e cnl

n—1)x(n—1)

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine unitare Mate C! der-

art, dasdV ! AW eine obere Dreiecksmatrix ist. Die unitare Matrix

_ 1 of nxn
U_V(O W>€(C
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transformiert dann die MatriXd orthogonal ahnlich auf obere Dreiecksform, denn

1 of A oyl 1 of A Tw

H _ 1 Y- . 1 Yy w
UAU_(OWH><O A)(oW “\ o WilaAw /-
Damit ist der Satz bewiesen. %*

Ist die Matrix A reell und besitzt nur reelle Eigenwerte, so ist die Transformations-
matrix U orthogonal wahlbar. Man erhélt in diesem Falle eine reelle obere Dreiecks-
matrix als Ergebnis. Besitzt eine reelle Matrix komplexe Eigenwerte, so ist sie nur
mittels unitarer Ahnlichkeitstransformationen auf obere Dreiecksform transformier-
bar. Strebt man nur eine obere Blockdreiecksmatrix als Ergebnis an, so ist die ganze
Transformation im Reellen durchfiihrbar.

9.7. ReelleScHUR-Zerlegung: Zu jeder reellen(n,n)-Matrix A existiert eine or-
thogonale Matrix@Q mit

R11 Ri2 -+ Rip
OTAQ - Q 1.%22 R_zm
O - O R
wobei die DiagonalbléckdR;; entwederl x 1-Matrizen oder2 x 2-Matrizen mit
einem Paar konjugiert komplexer Eigenwerte sind.

Beweis:Wir fihren den Beweis mittels Induktion Gber die Anzahdler Paare kon-
jugiert komplexer Eigenwerte vaA. Firk = 0 besitzt die reelle MatriA nur reelle
Eigenwerte. Die Aussage folgt dann aus dem vorigen Satz. Wir nehmen an, dass eine
derartige Zerlegung fur alle Matrizen mit hdchsténs 1 konjugiert komplexen Ei-
genwertpaaren gilt. Es sei nuheine Matrix mitk konjugiert komplexen Eigenwert-
paaren. Ein komplexer Eigenwert sei= o+ 6 mit § £ 0. Der Vektory + iz mit

y,z € R" sei ein zugehoriger Eigenvektor. Dann glify +iz) = (a+i5)(y +i2)

und damitAy = ay — Gz und Az = Sy + az. In Matrixschreibweise lautet das

Ay, z)=(y, Z)<_Oéﬁ ﬁ)

Die Vektoreny und z sind linear unabhangig, denn andernfalls warein reeller
Eigenvektor zum komplexen EigenweYt und das ware ein Widerspruch zli e
R™ ™. Der Rang der MatriXy, =z) ist somit 2, und es existiert eine orthogonale
Matrix V', so dass

(v, Z)=V<R1>

o
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mit einer oberen Dreiecksmatri®; € R?*2. Es folgt weiter

VTAV(1?> = ViAly, 2)=V'(y, Z)(—Odﬁ §>
- (?)(—%g):(%)'

Partitioniert marV’ AV entsprechend

Bi11 Bgp

VIAV =
<le B3;

> , Bij€R¥?

so folgt
(32k) (%)
B>1Rq o
Da R, regular ist, gilt
R;'B1iR; = ( _0‘6 g) B =o.
Die Matrix A wird durchV orthogonal &hnlich auf

viay — ( Bu B
o By )’

transformiert. Das Paar konjugiert komplexer Eigenwektar{d \) von A ist auch
Eigenwertpaar vorB1;. Die restlichen Eigenwerte sind Eigenwerte vBa,. Auf
diese Matrix ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar.

Damit folgt die Behauptung. *

Wir wollen nun noch den angektindigten Satz Gber den Zusammenhang zwischen
den algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von Eigenwerten einer Matrix

beweisen.

9.8. Satz:Es sei) ein Eigenwert der MatrixA € C™"*" mit der algebraischen Viel-
fachheito(\) und der geometrischen Vielfachhgit\). Dann gilt
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Beweis:Die Gliltigkeit der Ungleichungen o(\) undo () < n ist offensichtlich.
Es bleibt nuro(\) = o(\) zu zeigen. Es sei dazu= o()\). Dann existieren linear
unabhangige Eigenvektoren zum EigenwerDiese seiewq, ..., v,. Wir erganzen
diese Vektoren durch Hinzunahme weiterer o Vektoren zu einer Basis dés"
und fassen alle Vektoren zu einer regularen MaWixc C"*" zusammen. Wegen
Vei=v;undV 1, = ¢, folgtfiri=1,...,0

V_lAVGZ‘ = V_]'A’UZ' = )\V_l’vi = \e;.
Damit hat die MatrixV "1 AV die Gestalt

/)\ 0 x --- *\
1 | O Ak - x| (A B oX0
VAV = 0 oo 0 % - x —( o C> M e Ce~e.

Das charakteristische Polynom v 1AV und damit auch das vaA lautet

o(p) =def A — puI) =det(V 1AV — uI) = (\— p)?det(C — uI).

Die GroR3e) ist daher mindestensfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms
von A. Die algebraische Vielfachheit \) des Eigenwertes ist daher niemals klei-
ner als seine geometrische Vielfachh#ik). *

Im Falle hermitescher Matrizen folgt aus der komplexemBRr-Zerlegung:

9.9. Satz:Es seiA € C™*" eine hermitesche Matrix4” = A). Dann gelten fol-
gende Aussagen:
() A besitzt nur reelle Eigenwerte.
(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.
(i) Algebraische und geometrische Vielfachheiten der Eigenwerte stimmen Uber-
ein.

Beweis:Nach Satz 916 existiert eine unitiare Matixe C"*", so dasé\ = U” AU
eine obere Dreiecksmatrix ist. Wegek’ = A folgt

N = Ul Av)? =U" AU = A

Damit musg\ reelle Diagonalmatrix sein, in deren Diagonale die reellen Eigenwerte
von A stehen. Die Spalten vofy sind die zugehdrigen Eigenvektoren. Diese sind
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paarweise orthogonal und bilden eine Basis @&sDamit ist die Summe der geo-
metrischen Vielfachheiten der Eigenwerte gleiciMit Satz[9.8 folgt dann, dass die
geometrischen Vielfachheiten gleich den algebraischen Vielfachheiten sind

Im reellen Falle erhalten wir aus dem letzten Satz:

9.10. Satz:Es seiA eine symmetrische MatrixA’ = A). Dann gelten folgende
Aussagen:

() A besitzt nur reelle Eigenwerte und die Eigenvektoren sind reell wahlbar.
(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.
(i) Algebraische und geometrische Vielfachheiten der Eigenwerte stimmen tber-
ein.

Hermitesche Matrizen sind daher durch unitare Ahnlichkeitstransformation auf Dia-
gonalform transformierbar. Es gibt noch weitere Matrizen, die ebenfalls diagonal-
ahnlich sind. Das sind gerade alle nichtdefektiven Matrizen: Algebraische und geo-
metrische Vielfachheiten der Eigenwerte stimmen tberein. Bevor wir die Diagonal-
ahnlichkeit der nichtdefektiven Matrizen zeigen, benétigen wir noch

9.11. Satz:Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind linear un-
abhangig.

Beweis: Es seien)y,...,\; paarweise verschiedene Eigenwerte der Matkix
C™*" mit den zugehorigen Eigenvektoran,...,z; € C". Wir nehmen an, dass
die Vektorenzy, ...,z linear abhangig sind. O.B.d.A. seien die Vektoren

T1,..., Tk (k<8)

linear unabhéangig. Die restlichen Vektoren lassen sich dann als Linearkombinationen
dieser linear unabhéngigen Vektoren darstellen. Es sei zum Beispiel

k
s = Zlazwz
i:

Es folgt

k k
ACUS = CYZ'ACIZZ' = Zlozl/\zwl
=

=
Andererseits gilt aber

k
Ams — )\Sws — Z‘L&Z}\Sml.
1=
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Daraus folgt

k

Zl()\z — )\S)ozia;i =0.

1

Wegen der linearen Unabhangigkeit der Vekto#gn. .., x;. verschwinden die Ko-
effizienten(\; — A\s)ay; fUr ¢ = 1,... k sdmtlich. Da\; # \;, i =1,... k, folgt

a; =0, i=1,...,k, und damitx; = 0 als Widerspruch. Damit ist die Annahme
k < s falsch. Die Vektorerxy, ..., x5 sind inear unabhangig. *

Mit Hilfe dieses Satzes lasst sich nun die Diagonal&hnlichkeit der nichtdefektiven
Matrizen zeigen.

9.12. Satz:Zu jeder nichtdefektiven komplexgnn)-Matrix A gibt es eine komple-
xe, regulare(n,n)-Matrix X mit

X 1AX =A=diag\y,..., \y) € C7,
Falls A reell ist mit nur reellen Eigenwerten, iX reell wahlbar.

Beweis:Da algebraische und geometrische Vielfachheiten der Eigenwerte tberein-
stimmen, existieren zu jedem Eigenwgt i=1,...,sgenau o; linear unabhan-

gige Eigenvektoren. Nach Satz 9.11 existieren damit- o2+ --- + 0, = n linear
unabhéangige Eigenvektoren der Matix Diese fassen wir zur MatriX € C"*"
zusammenX ist offensichtlich regular und es gid X = XA. *

Im Falle defektiver Matrizen ist nicht mehr zu erwarten, dass sie durch eine Ahnlich-
keitstransformation auf Diagonalgestalt transformierbar sind. Hier gilt nur noch der
folgende fundamentale Satz, den wir ohne Beweis angeben.

9.13. Satz:Die Matrix A € C"*" habe die paarweise verschiedenen Eigenwerte
Alyees Ag

mit den algebraischen bzw. geometrischen Vielfachheiten
oi,0i,t=1,...,s.

Zu jedem Eigenwent; gibt es danm; nattrliche Zahlen/j(.i),j =1,...,0; Mit

o; = VY) —i—uéi) + - —i—z/g)
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und eine reguldre Matrig” € C"*", so dass/ = T AT folgende Gestalt besitzt:

[ CwM) 0 )
1
C &)(Al)
J =
C ()
\ 0 C (X))
Die DiagonalblockeC', (\) haben dabei die Form
Al 0
c,n=|
™) o
0 A

Die zahlen/\”) furj=1,...,0;undi=1,...,ssind bis auf die Reihenfolge eindeutig
bestimmt. Die MatrixJ heil3tJORDANsche Normalform der Matri.

9.2. StOrungstheorie

Nun wenden wir uns dem Verhalten der Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
unter dem Einfluss von Stérungen zu und zeigen, dass die Eigenwerte einer Matrix
stetige Funktionen der Matrixelemente sind. Da die Koeffizienten des charakteristi-
schen Polynoms einer Matrix offensichtlich stetig von den Matrixelementen abhan-
gen, genugt es zu zeigen, dass die Nullstellen eines Polynoms stetige Funktionen der
Koeffizienten des Polynoms sind. Fur den Beweis dieser Eigenschaft wenden wir
einen Satz aus der Funktionentheorie an.

9.14.RoUCHE: Es seiD € C eine offene Kreisscheibe mit RandDie komplexwer-
tigen Funktionenf und g seien analytisch in einer Umgebung der abgeschlossenen
KreisscheibeD = DU~ und es sejif (z) —g(2)| <|f(z)| fur alle z € . Dann haben

f undg genau gleich viele Nullstellen in D.

Den Beweis findet man in fast jedem Lehrbuch der Funktionentheorie. Wir zeigen
nun, dass die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten des Polynoms
abhangen.
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9.15. SatzEs sei
p(z)=2" +a, 12"+ 4 a1z +ag

ein Polynom mit den Nullstelleky, ..., \,. Dann gibt es zu jedem> 0 ein positives
0 = (&) mit der Eigenschaft: Ist

¢(2) = 2"+ by_12" T+ baz+ bo

ein Polynom mitb; —a;| =6 fur j =0,...,n— 1, so sind die Nullstelleps, ..., u,
vong so nummerierbar, dagg; — ;| Se furi=1,...,n gilt.

Beweis:Es seien\y, ..., \,, die paarweise verschiedenen Nullstellen yon
O.B.d.A. sei

1 . ~
€<§m|n{’)\i—)\j’|1§i<j§m}.
Furjedes =1,...,m definieren wir die offene Kreisscheibe
Di={zeC| |z—3\¢\<5}

mit dem Randy;. Weiterhin sei

n—1

mi =min{|p(z)| | z€ }, Mi_max{ zolz\j
j:

26_71}.

Wegen
1 . x =
€<§mln{\/\¢—)\j\:1§i<j§m}

besitztp keine Nullstellen aufy;, so dassn; > 0. Wahlt man num > 0 so klein, dass
M;o <m; far:=1,...,mist, so gilt fir ein Polynom

q(2) = 2"+ by 12"t bzt by, |bj—aj| =5, j=0,...,n—1

n—1 ‘ n—-1
lq(2) —p(2)| = Zo\bj —ajl|z)? =6 ZO\ZV SOM; <m; = p(2)|, z€i.
J= J=

Aus dem Satz von ROUCHE folgt, dassndg gleiche Anzahl von Nullstellen ib;
haben, namlich gerade die Vielfachheit vidn Damit sind diese so nummerierbar,
dass fiii = 1,...,n jeweils |u; — \;| = € gilt. *
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Unmittelbar aus diesem Satz folgt:

9.16. Satz:st A € C"*" eine Matrix mit den Eigenwerteky, ..., \, und|| o|| eine
Matrixgrenznorm, so gibt es zu jedem O einy = §(e) > 0 mit der Eigenschatft: Ist
dA € C™*™ eine Matrix mit/|dA|| = §, so sind die Eigenwertey, . . ., 1, VOn A+ §A
so nummerierbar, dagg,; — A\j| Se,, = 1,...,n, gilt.

Aus der stetigen Abhangigkeit der Eigenwerte von den Matrixelementen folgt der
nachste Satz, der eine Lokalisierung der Eigenwerte einer Matrix ermaoglicht.

9.17.GERSCHGORIN Es seiA = (a;;) € C"*". Weiterhin seien durch

G, = { 2e€C| |z —ayl éri}, r; = % laijl, i=1,....n
7
die GERSCHGORINKTreise definiert. Dann gilt:
(i) Ist X ein Eigenwert vorA, so istA € U' ,G;. Alle Eigenwerte vorA sind also

in der Vereinigung alleiGERSCHGORINKTreise enthalten.

(i) Hat die VereinigungG von m Kreisen; einen leeren Durchschnitt mit den
restlichenn — m Kreisen, so enthalG genaum Eigenwerte vonA, wobei
jeder Eigenwert entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit zu zahlen ist.

Beweis:Es sei) ein Eigenwert vorA. Ist A\ = q;; fir eini € {1,...,n}, so gilt die
erste Behauptung offensichtlich.

Es sei) # a;,i = 1,...,n, D = diag(a11,a22,...,a,,); die Matrix (AI — D) ist
regular. Die Matrix(A\I — D)~%(A — D) hat den Eigenwert 1, denn ausr = \x
folgt (\I — D)~ 1(A — D)x = «. Fiir eine beliebige Matrixgrenznorm gilt somit:

1= o(M~ D) H(A~-D))=||(M -D)"(A-D)|.

Wahlt man als Matrixnorm diec-Norm, also die maximale Zeilenbetragssumme,
so erhalt man:

1Z[|[(AM=D) HA-D)llsc = maxq y =2
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Daher existiert ein € {1,...,n} mit A € G;. Zum Beweis des zweiten Teils des
Satzes sei 0.B.d.A.
A m ~ n A ~
G=JG, G= |J Gi, GnG=0
=1 1=m+1

Fir beliebiges € [0, 1) definieren wir die MatrixA(t) = D +t(A — D). Offensicht-
lich gilt A(0) =D und A(1) = A. Die GERSCHGORINKTreise fur die MatrixA(t)
sind dann durch

Gi(t) = { 2€C| |z —ay| < try] } cGi, i=1...n
gegeben. Fut € [0,1] liegen daher alle Eigenwerte vo&(t) in
n
éUé = U G;.
i=1
Nun definieren wir
I={tc[0,1]| Genaum Eigenwerte voA(t) liegen inG } .
Weiterhin sei
1 . A A A .
to=sup{t|tel}, Ezémln{\z—z| |2€G,2€G Y.
WegenA(0) = D ist O < I; I ist daher nichtleer. Nun zeigen wir, dass atigk /
gilt. Es seien dazui(tp), ..., \n(to) die Eigenwerte vorA(tp). Es gilt
|A(t) = A(to)|| = (t —to)|[A = DJ|.

Nach Satz 9.16 gibt es zueind = 6(¢) > 0, so dass fir allec [0,1] mit |t —to| =6
eine Numerierung der Eigenwertg(t), ..., A, (t) von A(t) mit

‘)\i(t>_)\i(t0)| éé‘ 1= 1 .oy

existiert. Nach Definition vortg existiert eint € [to—d,t0] N I. Flr dieses gilt:
Genaun Eigenwerte);(t) von A(t) liegen inG, die anderen irt;. Wegen

(D) = Milto)| Se = %min{ 2-3|2eG,5€G)
liegen die erstemn Eigenwerte vonA(to) ebenfalls inG; und die restlichen Eigen-
werte inG. Damit gilt g € 1. Nehmen wir nun an, dasg < 1 gilt. Mit 6 > 0 und
t € [to,to+ 6] NI folgern wir genau wie eben, dass die Eigenwerte ¥dn) so num-
merierbar sind, dass\;(¢) — X\;(to)| =&, i =1,...,n, gilt. Wegentqg € I ist dann
aucht € I im Widerspruch zur Definition vory. Es muss dahegp = 1 gelten, und
der Satz ist bewiesen. *
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Eigentlich haben wir im ersten Teil des Beweises etwas mehr gezeigt, als zu bewei-
sen war. Sind namlickt, D € C"*" und ist\ Eigenwert vonA, so ist entwedei
Eigenwert vonD oder

1= 9(M—-D) Y(A-D))=||(M—-D) (A-D)|
und
15 o((A~D)(M -D) ™Y £ |(A- D)\ - D)7}

fur jede Matrixgrenznornj o ||. Je nach Wahl vo® und der Matrixnorm erhélt man
so verschiedene Abschéatzungen fur die Lage der Eigenwerte. Wahlt man wieder

D =diag(a11,a22, ..., ann),

aber diesmal o || = || o ||1, also die Spaltensummennorm, so erhalt man:

n

1= (A~ D)(M - D)), = max

\A-—-a~>| |aij\ (j:: 1,...,n
JIT

(3

.‘:l.
i#]

Damit gelten die Aussagen des Kreisesatzes vBR€&HGORINauch fir die durch

n
Gi={zeC|lz—ayl =g}, a=Ylal j=1...n
=1
i#]
definierten Kreise.

Verwendet man die ROBENIUS-Norm, so existiert zu jedem Eigenwert eine
{1,...,n} mit
1/2
- 2
A—apl = Y al

i,j=1

i#]
Der Kreisesatz von 6RSCHGORINist naturlich auch auf Matrizen anwendbar, die

die gleichen Eigenwerte wigl besitzen, z. BA oder jede durch Ahnlichkeit-
stransformation aud hervorgegangenen Matrix.

9.18. Beispiel:Wir betrachten die Matrix

0.9 00 00 01 04 —02
A= 00 04 00 |+10°| —-01 05 01
0.0 00 02 02 01 03
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Nach Satz 9.17 ergeben sich folgende Aussagen uber die Lokalisierung der Eigen-
werte:

A1 —(0.940.1-107°)| £0.6-107°,
Ao —(0.44+0.5-10°)| £0.2-10°°,
A3—(0.2+0.3-10°)| £0.3-10°.
Wendet man den Sdtz 9]17 auf dieAudhnliche Matrix
PlApP, P=diag10°1,1)
an, so erhalt man fur den ersten Eigenwert folgende Abschatzung:
IA1—(0.9+0.1-107°)|=0.6-1071°,

Die beiden anderen&RscHGORINKTreise sind nicht mehr disjunkt. Eine verbesser-
te Abschatzung fir den zweiten Eigenwert erhalt man, falls Pandiag(1,10°,1)
verwendet:

A2 —(0.44+0.5-107°)|£0.2.-10 1.
Analog ergibt sich mitP = diag(1,1,10°)
[A3—(0.24+0.3-107°)| £0.3-10 1°.
v

Der Kreisesatz von 6RSCHGORINdiente dazu, die mogliche Lage der Eigenwerte
einer gegebenen Matrix einzugrenzen. Wir wollen uns nun dem eigentlichen Thema
dieses Abschnitts zuwenden, namlich der Frage: Wie verhalten sich die Eigenwer-
te einer Matrix, falls die Matrixelemente gestort werden? Wir betrachten neben der
Matrix A € C"*" eine Stérungp)A € C"*" und fragen nach dem Zusammenhang
zwischen den Eigenwerten der Matvkund der MatrixA + dA. Fur beliebige Ma-

trizen ist es wieder schwierig, genauere Aussagen zu treffen. Grenzt man die Klasse
der zu betrachtenden Matrizen etwas ein (diagonalisierbare Matrizen, hermitesche
Matrizen) so lasst sich das Verhalten der Eigenwerte dieser Matrizen gegeniiber St6-
rungen genauer beschreiben. Eine Matdixe C"*" heifdtdiagonalisierbar, falls

eine regulare MatrixX € C"*" mit X 1AX = diag\\1,...,A,) = D existiert.

9.19.BAUER-FIKE: Es seid € C"*" eine diagonalisierbare Matrix:
XlAXx =diag)\,...,\,) = D.

Es sei weiterhimA € C"*" und X ein Eigenwert vorA + dA. Dann gilt bezlglich
einer Matrixgrenznorm

min{ A—X;| | j=1,...,n} =cond X)|5A].
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Beweis:Ist A auch ein Eigenwert vod, so ist die Behauptung offensichtlich wahr.
Es seinum\ # \; fur j =1,...,n. Der Vektorz sei ein zu\ gehorender Eigenvektor:
(A+6A)x = \x. Dann folgt

dAxr =M —-A)x=N-XDX YHr=X\N-D)X 1z
und daraus

X 1lz=(I-D) Y x1sAXx)X 1z
Wegen der Submultiplikativitat der Matrixgrenznorm erhalten wir

| X zl| = ||(M D)"Y | X T6AX| | X x|

= max{ 1
A=\l

j=1.. n} X 15AX]| | X |

und weiter
min{ |A-X;||j=1,...,n} = cond X)||64||.
&%

Die Kondition der MatrixX, die A diagonalisiert, ist daher ein Mal} fiir die Stéran-
falligkeit der Eigenwerte vorA. Fir hermitesche Matrizen folgt sofort:

9.20. Satz:Es seiA € C"*" eine hermitesche Matrix undlA € C"*". \1,..., \,
seien die (reellen) Eigenwerte voh und A sei ein Eigenwert der gestérten Matrix
A+ 6A. Dann gilt beztglich der Spektralnorm

min{ A= X;|| j=1,...,n} = |6A]|2.

Beweis: Fir hermitesche Matrizen ist die MatriX, die A diagonalisiert, unitar
waéhlbar. Damit ist cong X)) = 1 und mit Satz 9.19 folgt die Behauptung.  #

Wie wir sehen, ist das Eigenwertproblem fur hermitesche Matrizen (oder im Reellen
fir symmetrische Matrizen) besonders gut konditioniert. In diesem Falle lasst sich
die Aussage des letzten Satzes sogar noch verscharfen. Vorher noch zwei wichtige
Séatze Uber hermitesche Matrizen.

9.21.RAYLEIGH: FUr die hermitesche MatriXd € C"*" seien die (reellen) Eigen-
werte gemal; = --- = )\, geordnet. Durcug, ..., u,} sei ein zugehoriges Ortho-
normalsystem von Eigenvektoren gegeben. Es gilt daher

uj:5z~j, 1§z,]§n

H
A’U,Z' = )\iui, u;
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Fir j =1,...,n definieren wir der{n 4+ 1 — j)-dimensionalen Teilraum
M, =sparfu;, ..., uy).

Dann gilt

H

xHx

Aj:max{w azeMj\{o}}, j=1...,n.

Beweis:Fur festesj € {1,...,n} seixz € M\ {o} beliebig. Dann gilt
T =a;u;j+ - +apuy

und
Ax = \jauj+ -+ Aoy,

Damit ergibt sich

wHAw_Z?:j)\i\Oéi|2< .
e 37 fog2 7

Es folgt daher
su Az
P xHx

Andererseits ist,; € M undul Auj/ulfu; = );, so dass

a:eMj\{o}} S

xH Ax
max{ H, | € M\ {o} } =\

Bemerkungen: (i) FUr eine hermitesche Matrix wird der Ausdruck
RQ(x) =xAx/xx

als RayLEIGH-Quotient bezeichnet. I1atein Eigenvektor vomA so istRQ(x) gleich
dem zugehoérigen Eigenwert. 8tnur eine Naherung fur einen Eigenvektor vdn

so erwartet man, dass durél)(x) eine Naherung fur den zugehérigen Eigenwert
gegeben ist.

(if) Ist A symmetrisch und reell, so gilt der Satz in analoger Weise im Reellen.
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9.22. COURANT: Fir die hermitesche Matrixd € C"*" seien die (reellen) Eigen-
werte gemal\, = --- = )\, geordnet. Flurj = 1,...,n definieren wir die Mengen

N, = { N; EC™™ | N ist linearer Teilraum der Dimension+ 1 — j } :

Dann ist

. { {a:HAw
Aj = minq{ max

o

:nej\/’j\{o}} ‘ NjeNj}, j=1...,n.

Beweis:Es sei

{ug,...,un}

ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu den Eigenwewten. , \,,. FUr festes
j €{1,...,n} definieren wir den linearen Teilraum

L =sparuy,...,u;).
Der Durchschnitt vorC ; mit einem beliebigen TeilraunV; € V; enthalt wegen
dim(L;NN;) =dim(L ;) +dim\;) —dim(L ;& N;) 21

einz # 0. Ausz € L ; folgt x* Az /x"x Z \; und damit

. 1 Ax
min< max 1]
e

Wahlt man nun

seN;\(o) | Ajen; } 2,

./\fj:Mj:{:ce(C”\ ule =0, z':l,...,j—l},
so folgt nach Satz 9.21

o Ax
max

weMj\{o}}:Aj.

CL‘HCIJ

Damit ist der Satz bewiesen. &

Nun sind wir in der Lage, das Verhalten der Eigenwerte einer hermiteschen Matrix
A € C™™ unter einer hermiteschen Stérufid € C"*" genauer anzugeben.
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9.23. Satz:Die hermitesche Matrixd € C"*" habe die (reellen) Eigenwerte
A2 2\,

FUr eine hermitesche Storudgl € C™"*" betrachten wir die MatrixA + A € C"*"
mit den (reellen) Eigenwertem = --- = u,,. Bezuglich jeder Matrixgrenznorm gilt
dann die Abschétzung

[Aj = il = [[6A]).

Beweis:Da A unddA hermitesch sind, gilt

" (A—(A+d0A)z  z'(-dA)x
e = ——7— = |10A]l2= 0(84) = ||4A]|
Daraus folgt
Az _ " (A+0A)x

JA].
. g, TIIoAl

Fir festeg € {1,...,n} folgt dann wie in Satz 9.22 fiir ein beliebigds; € N

o Ax
max

o

v A5\ (o) |
_ {azH(A+5A):1:

= mMax
xHx

o€ A\ (o} } +104]
und weiter
H
min{ max{ wm}iw :L'e./\/}\{o}} ‘ N 6/\/}}

= min{ max{ ch(A+6A):1:

xHx

2N\ (o) | | AN |+ 3]

Nach Satz 9.22 heil3t das
NS ui+||6Al, j=1,....n
Vertauscht mam und A + §A, so erhalt man
i =N+ |64l j=1,....n,
insgesamt also

N Z16A]. j=1....n
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Die letzten Satze haben gezeigt, dass die Eigenwerte einer nichtdefektiven Matrix lo-
kal lipschitzstetige Funktionen der Matrixelemente sind. Im Falle hermitescher Ma-

trizen ist die Lipschitzkonstante gleich 1. Das Eigenwertproblem fiir hermitesche

Matrizen (oder im Reellen fir symmetrische Matrizen) ist besonders gut konditio-

niert.

Wir wollen nun noch untersuchen, wie sich die Eigenvektoren einer Matrix gegen-

Uber Stérungen verhalten.

9.24. Satz:Die hermitesche Matrix4d € C"*" habe die (reellen) Eigenwerte
Ay An

und die zugehorigen orthonormierten Eigenvektoren
U, ..., Un,.

Weiterhin seidA € C"*" und (u,u) sei ein Eigenpaar vom + dA. Dann gelten
folgende Aussagen:

() Fallsfiireinje {1,...,n} uf'u#0,sogilt

0Au 0A
(i) Fallsfureinje{1,...,n} p#\;, soqilt
[0A w2 o [|6A]2
co wi,u))| = = : (9.2)
A TV TRy
(iii) Falls fureinj e {1,...,n}
yvi=min{ |p—XN||i=1...,ni#j} >0
so gilt
sin( 3(u;,u)) < 194Ul < 104]2 9.3)
Vj Vs

Beweis:Wir stellen den Vektow als Linearkombination der Eigenvektoren der Ma-
trix A dar:

n
u= Ciui:Uz7 z:(C].)"'aCn)Ta Hszzl

1=
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Dann giltz = U w und¢; = uffu = cog J(u;,w)) fiiri =1,... n. Es sei weiter

y = (Wl-N)z
= (WUHU-U"AU)z
= U (uI- AUz
= UH(ul — (A+6A)+6A)u
= U (ul — (A+0A)u+U"5Au
= U"sAu.

Fir eine Komponents; des Vektorgy gilt dannn; = (u— X)) = uﬁdAu. Ist nun
j ein Index, fUr dery; = ufu =+ 0, so folgt sofort

H
[uj 0Au| _ |lu;|5]|6Aulz _ [|6Aul2 - 0],

‘:u_ j| 70 70 I7i .
’U/Ju 'U/j’ul u]u 'U/j’u;

also der erste Teil des Satzes.
Giltfarein j € {1,...,n} u # A;, so lasst sich abschatzen, wie starkindw; von
der Orthogonalitat abweichen:

H
[uf dAu| _ [|5Aul.

=Xl = Ajl

Damit ware die zweite Aussage des Satzes bewiesen. Flur den Beweis der dritten
Aussage beachte man, dass fur

|cos J(uj,u))| =[(] =

7] mln{’ﬂ Aj ‘ =1 7n7z7é]}>o
n
. il lyll3 H5AUH
(s () =1-G = 5 =3 3 =i P
Z#J Z#J ‘7 ’
folgt. Nach Wurzelziehen erhélt man die letzte Aussage des Satzes. *

Bemerkungen:(i) Es seien
)\12)\2§ i)\n bZW.,LL]_ilLin Z,un
die geordneten Eigenwerte der hermiteschen Matri4drzw. A + dA. Ferner seien

{ug,...,uy}und{vy,...,v,}



22 KAPITEL 9. EIGENWERTE SYMMETRISCHER MATRIZEN

zugehdrige Orthonormalsysteme von Eigenvektoren. Setlzen wir nun
{:u7u} = {luivvi}7
so lautet[(9.pR):

‘COi <)('Ulj7'vi))| < H(SA'UZHZ < H(SA”Z

= A = A

Sind die Eigenwertg,; und \; genligend stark voneinander getrennt, und ist die
StorungdA hinreichend klein, so sind die Eigenvektorgnundu; fast orthogonal.
Nach Satz 9.23 gilt aber

i = Ajl = [ =X+ X0 = A 2 A= A = i = Al 2 [ = A = [|0A 2.

Damit ist 14; hinreichend stark von\; getrennt, falls); hinreichend stark von;
getrennt ist und die StorungA hinreichend klein ist. Die Orthogonalitat zweier
Eigenvektoren einer hermiteschen Matrix wird durch eine kleine Stérung wenig be-
einflusst, falls die zugehdrigen Eigenwerte weit genug voneinander entfernt sind.

(i) Aus (9.3) erhalten wir fif i, u} = {1, v,}
|64, 2 _ (84,
Vi Vi

sin( <}(uj,'vj)) = y V= mln{ ‘Nj_)\i‘ ‘ 1= 1,...,n,2'75j}.

Sind~; hinreichend grof3 unfldA||> hinreichend klein, so weichen die Richtungen
der Eigenvektorem; undv; nur wenig voneinander ab. Wegen

yzmind =l |i=1,...,mi %5} — |6l

ist dies der Fall, falls der Eigenweklt; zusatzlich gentigend stark von allen ande-
ren Eigenwerten\; getrennt ist. Fur isolierte Eigenwerte einer hermiteschen Matrix
haben daher kleine Stérungen nur geringen Einfluss auf die Richtungen der zugeho-
rigen Eigenvektoren.

(iii) In vielen Fallen gilt|[6Au|> < ||6A]|2||u|/». Die Schranken mifjdAw||» sind

dann wesentlich besser als die, die durch die Vergrobelféida |2 = [|6A ||, entste-

hen. DadA als hermitesch vorausgesetzt wurde, lasst sich wegen

luf 6Au| = |(6Aw) T u| = || 6Au;||>

der Term||dAw||2 in (9.1) bzw. [9.2) durch{dA w2 bzw. ||6Aw;||, ersetzen.

Als letztes wollen wir in diesem Abschnitt noch sogenannte Residualkriterien ange-
ben, die es uns erméglichen, von einem Raa#: } zu entscheiden, ob es im Rahmen
einer vorgegebenen Genauigkeit als Eigenpaar einer MAtakzeptierbar ist.
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9.25. Satz:Es seiemd € C"*", € C undu € C" mit ||u||2 = 1 gegeben. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent:
1. Es existiert eidA € C"*" mit
(A+0A)u = pu, |6Al2=e.
2. Esqilt
|rl2Se, r=Au—pu.

Der Vektorr = Au — pu heildt Residuum des Paargs, v} in Bezug auf das Eigen-
wertproblem der MatrixA.

Beweis:Ausr = Au — pu und (A + 0A)u = pu folgt
r= H — (SA’U,HZ é H(SAHZ é £.

Es seinum = ||r||2 = . Dann existiert eine HUSEHOLDERSpiegelungl € C™*"
mit || H |2 = 1, fur dier = nHwu gilt. Damit ist Au — ypu = nHwu, alsodA = —nH
und||0A[l2 = [InH|l2=n=e. *

Wir akzeptieren daher ein Pagt, «} als Eigenpaar einer benachbarten Maix-

0A, falls sein Residuum bezlglich des Eigenwertproblems der Mdtklein genug

ist.

Die Algorithmen, die wir kennenlernen werden, liefern teilweise nur Naherungen fur
Eigenvektoren oder nur Naherungen fur Eigenwerte. In diesen Féllen stellt sich die
Aufgabe, zu einer gegebenen Néherung fiir einen Eigenvektor bzw. einen Eigenwert
entsprechende gute Naherungen fir einen zugehdrigen Eigenwert bzw. Eigenvektor
zu finden. Betrachten wir das erste Problem.

9.26. Satz:Es seien die hermitesche Matrik € C"*" und ein Vektors € C" mit
|u||2 = 1 gegeben. Dann gilt:

1. Das lineare Ausgleichsproblemin{ || Au — pul|2 | © € R} hat die eindeutige
Losung

i =u! Au= RQ(u).

Das zugehdrige Residuum= Au — i*u ist orthogonal zw, es giltu’r = 0.
2. Das Paar{y*,u} ist Eigenpaar einer Matrix4 4+ A mit

SA T, [SAl|2= |Irl2
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3. Es gibt ein Eigenpaaf);,u;} von A mit
= Al =min{ |u* =N [i=1,....n} =|r|2.
Fallsv; =min{ | = X[ | i=1,...,n,i# j} > |r]29il

sin( J(u,u;)) = ||rll2/7;-

Beweis:1. Die Normalengleichungen zu dem gegebenen Ausgleichsproblem lauten
puflu = uff Au. Daraus folgt wegem’u = 1 sofort die erste Aussage. Die Or-
thogonalitat zwischen Residuum und dem Vekioerkennt man durch einfaches
Nachrechnen.

2. Diese Aussage erhalt man mit dem eben bewiesenen und Satz 9.25.

3. Die erste Aussage ergibt sich aus (i) mit Hilfe von $atz]9.19. Fur die Abschéatzung
des Winkels zwischen undwu; wende man Safz 9.4 an. ¥

Die optimale Eigenwertnaherung zu einer Eigenvektornaheolegteht nach die-

sem Satz im schon erwéhntemR EIGH-QuotientenRQ (v) = v Av /v v. Zum
Problem der Wahl einer Eigenvektorndherung bei gegebener Eigenwertnaherung er-
halten wir den folgenden Satz.

9.27. Satz:Die hermitesche Matri4d € C"*" besitze die (reellen) Eigenwerte
Aly.oy A

Durch {u1,...,u,} sei ein zugehoriges Orthonormalsystem von Eigenvektoren ge-
geben. Fur festes € R hat die Aufgabe

min{ [|Au — pul2 | w e C" [Jul2 =1}
die Losungu = u;, wobeij durch

min{ [Ai —pl [ i=1,....n}t =[\;—pl
definiert ist. Fur das minimale Residuum gilt

[Aw; — pujll2 = [Aj — pl.

Beweis:Mit der unitdren MatrixU = (u1,...,u,) undu = U z gilt

n

A 2= |U" (Au—pula= Az pzlo= y (u -, 3 F=1
1=

1=

Damit erhalt man fur das aquivalente Minimierungsproblem
min{ |[Az —pz|2| z€ C",|[z]2=1}

sofort die LOsung: = e; und damitu = u;. *
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Die optimale Eigenvektornaherung zu einer vorgegebenen Eigenwertnaherung be-
steht also in einem Eigenvektor zum nachstgelegenen exakten Eigenwert. Ein effek-
tives Verfahren zum ndherungsweisen Losen dieser Aufgabe werden wir in Form der
Inversen Iteration nach WALANDT kennenlernen.

9.3. Das Jacobi-Verfahren

In diesem und den nachsten Abschnitten werden wir uns mit verschiedenen Verfah-
ren zum LOsen von Eigenwertproblemen befassen. Dabei werden wir alle Verfahren
im Reellen erlautern. Die Ubertragung auf den komplexen Fall diirfte nicht schwierig
sein. Prinzipiell kbnnte man zumindest im reellen symmetrischen Falle daran den-
ken, die Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu bestimmen.
Dies fuihrt im allgemeinen zu grof3en Fehlern. Denn wéhrend das symmetrische Ei-
genwertproblem gut konditioniert ist, reagieren die Nullstellen eines Polynoms i. a.
auRerst empfindlich auf Anderungen in den Koeffizienten. Betrachten wir als Bei-
spiel eine symmetrische Matrix mit den Eigenwertan=1, Ao = 2,..., Ay = 20.

Das charakteristische Polynom dieser Matrix lautet

p(N) = (A=1)(A—2)--- (A—20).

Andern wir ein Matrixelement um den West= 223~ 10~/ so &ndern sich die
Eigenwerte dieser Matrix nach S&tz 9.23 hochstens um denaV8tbrt man den
Koeffizienten vom\® im charakteristischen Polynom wmso erhélt man ein Poly-
nom mit folgenden Nullstellen:

1.000 000 000 1@95 266 145-0.643 500 904
2.000 000 000 1793 633 88HKH1652 329 728
3.000 000 000 1392 358 1342518 830 070
4.000 000 000 1430 737 466:2.812 624 894
4.999 999 928 1%02 439 40@:1.940 330 347
6.000 006 944
6.999 697 234
8.007 267 603
8.917 250 249
20.846 908 101

Die Nullstellen des gestérten Polynoms weichen erheblich von den exakten Null-
stellen ab. Es treten sogar funf komplexe Nullstellenpaare auf. Dies Beispiel zeigt
schon, dass der Weg der Eigenwertberechnung tber das charakteristische Polynom
nicht gangbar ist.

Es gibt mit dem@ R-Algorithmus ein leistungsfahiges Werkzeug zum Losen des
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vollstandigen Eigenwertproblems; trotzdem haben andere Verfahren, die wir ange-
ben wollen, ihre Berechtigung. Diese liegt darin, dass es die verschiedensten Auf-
gabenstellungen gibt. So z.B. ist in manchen Anwendungen nur der grél3te oder der
kleinste Eigenwert einer Matrix gesucht. In anderen Anwendungen sucht man alle
Eigenwerte oder alle Eigenwerte aus einem vorgegebenen Intervall und eventuell zu-
gehorige Eigenvektoren.

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben ist das Eigenwertproblem ftr hermite-
sche Matrizen besonders gut konditioniert. Da wir im folgenden nur reelle Matrizen
betrachten wollen, spielen gerade die symmetrischen Matrizen eine besondere Rolle.
Fur sie ist aul3erdem garantiert, dass sie nur reelle Eigenwerte besitzen. Die zugeho-
rigen Algorithmen laufen tatsachlich im Reellen ab. Zum Ldsen des Eigenwertpro-
blems fur reelle Matrizen mit komplexen Eigenwerten (und damit auch komplexen
Eigenvektoren) bendétigt man nattrlich spezielle reelle Algorithmen oder Algorith-
men, die prinzipiell im Komplexen arbeiten. Soweit wir explizit nichts anderes er-
wéahnen, beziehen sich alle folgenden Algorithmen auf den reellen symmetrischen
Fall.

Das erste Verfahren zum Lésen des symmetrischen Eigenwertproblems, das wir be-
handeln werden, ist zugleich das alteste. Es handelt sich unndag3Verfahren,

das aus dem Jahre 1846 stammt. Die Idee dieses Verfahrens besteht darin, die sym-
metrische(n,n)-Matrix A durch eine Folge orthogonaler Ahnlichkeitstransforma-
tionen naherungsweise auf Diagonalgestalt zu transformieren. Dazu werden wir so-
genannte G&/ENS-Rotationen verwenden. Diese sind von folgender Gestalt:

(. 0\

c s p-te Zeile
Gp,(c,s) = . Prs=1
—S c g-te Zeile

o Y

Sie unterscheiden sich von der Einheitsmatrix nur ingdem undg-ten Zeile bzw.
Spalte. Wir erhalten folgenden Algorithmus:

A0 — 4 Ak g AW k01,
Dabei sind die Transformationsmatrizeét”) in jedem Schritt in der Form

G = Gpq(c,s)



9.3. DAS JACOBI-VERFAHREN 27

mit geeigneten Parametenty, ¢, s zu wahlen. Die Matrize®d®). k = 0,1, ..., sind
alle orthogonal ahnlich. Es gilt

I fur k=0
AR =W gk k) = .
GOa@...qt-Y fur 21

Das Ziel der Transformationen ist zumindest ndherungsweise Diagonalgestalt der
Matrix. Als Mal3 fur die Abweichung der Iterationsmatrizen von der Diagonalge-
stalt bietet sich die Summe der Quadrate der Nichtdiagonalelemente an. Wegen der
Symmetrie vonA genugt es dabei, nur die Quadrate der Elemente oberhalb der Dia-
gonalen aufzusummieren. Wir definieren darum:

wp = w(A Z;J Z+1< ) .

Im k-ten Schritt sind demnach die Parameter, ¢, s So zu wahlen, dass;, . ; mog-
lichst klein wird.
Es sei weiterhin

M® =diagal? ol all)), R® = A" _pr®),
Dann ergibt sich
M*) — Ak _ gk) — )T ( A+5A<k>) v k)
mit der symmetrischen Stoérung
AW — _y W REY®T firdie |6AM|p = [RP|p = /20 gilt.

Die letzten Gleichungen besagen, dass die Diagonalelemente der Maftixdie
exakten Eigenwerte der gestorten Matdx+ SA*) mit den Spalten vov %) als
zugehdorigen Eigenvektoren sind. Nach $aiz]9.23 lassen sich dann die Eigexwerte
von A so ordnen, dass

1)~ np)| = 16402 = 164D |5 = /205, gt (9.4)

Fur jedesk ist dabei{l(1),...,l(n)} eine Permutation der Zahld,...,n} derart,
dass die Eigenwerte vof in der gleichen Weise wie die Diagonalelemente vif
geordnet sind. Die Diagonalelemente A approximieren damit die Eigenwerte
von A mit einem absoluten Fehler, der durgf2w, beschrankt ist.
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Kommen wir nun zur Wahl der Parameiey, ¢, s. Ziel ist es in jedem Schritt, das
Mal} fir die Nichtdiagonalitat der Matrix so stark wie mdglich zu verringern. Wir
haben imk-ten Schritt die MatrixG*) = G, (¢, s) so zu wahlen, dass

cbk(pa q,C, S) = WE — Wk+1
maximiert wird. Betrachten wir einen Transformationsschritt
A= G (e, 8) AG (¢, s).

Bei dieser Transformation werden nur die Elementezdean undg-ten Zeile und
Spalte vonA geéandert. Es qilt

App = cZapp — 2csapg + szaqq,

agg = szapp + 2csapq + czaqq,

apg = agp = cs(apy—agq) + (= 5%)apy,
Eip = Epi = Cljp — SA4q, i 7é b4,

Uig = Ggi = SGip+Caig, 1F#D,q.

Wegenc? + s2 = 1 folgt
ag, +ab, =ag,+af, i#£p.q.

Die Quadratsumme der Nichtdiagonalelemente wird nur durch die Elemente in den
Positionen(p, q) und(q, p) verandert. Damit gilt

q)(p7Q7678) —w—w= W(A) —w(14_) - a]29q - C7]2?(]

Halt manp undq einmal fest, so wirdP(p, ¢, ¢, s) offensichtlich maximal, falle und
s so gewahlt werden, dasgg, = 0 gilt. Dann ist

w(A) =w(A) —ad’,.

Als Bestimmungsgleichungen famund s erhalt man

cs(app — agq) + (= 5%)ap, = O,
AP+s? = 1.

Mit ¢ = s/c erhalten wir aus der ersten Gleichung

2425t—1=0, o= taa_%p
20,4
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Die betragskleinste Losung dieser quadratischen Gleichung ist nach der Vorschrift

1/ (\5\+\/1+62> fur 620
L (9.5)
=y (|5|+\/1+52> fir  §<0

numerisch stabil berechenbar. Damit erhalt man die gesuchten Parameter zu
c= 1/\/@, s = tec. (9.6)
Mit der HilfsgroRe
T=s/(14¢) (9.7)

ergeben sich jetzt folgende Transformationsformein:

(pp = app — Lapg, (9.8)
(gq = Qgq+tapg, (9.9)
pg = Ggp =0, (9.10)
ajp = ap; = aip — 8(aig+Taip), 1FPp,q (9.11)
Giq = agi = aig+T7(ap+ap), iF#p.q (9.12)

l&asst man die Wahl vop undq vorerst noch offen, so erhalt man folgenden Basisal-
gorithmus:

9.28.JacoBI-Basisverfahren:
S0 (Initialisierung) Setzed® = A, k = 0 und berechnesy = w(A). Wéhle ein
e>0.

S1 (Abbruchtest) Fallfw;, = 2 STOPP.

S2 (Pivotwahl) Wahle Indizeg = p(k) undq = ¢(k) mit a](ff]) # 0.

S3 (Iterationsschritt)
S4 Berechne =t.,c = ¢, s = s, undT = 7. gemal (9.5)-(9.7).
S5 Berechned* 1) aus A%) gemaR (9.8)-(9.12).
S6 Berechnevy 1 = wy, — (aﬁf?) 2.

Setze: = k4 1 und gehe zu Schrigl
Aufwand pro Schritt~4n Add./Sub. +~3n Mult./Div. + 2 Quadratwurzeln.
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Bemerkungen:(i) Das Verfahren darf auf dem Platz der Matrix, also auf dem oberen
Dreieck, durchgefuhrt werden.
(ii) Ist der Abbruchtest ir1nachk Schritten erftillt, so gilt nach (9.4)

™)

_)‘l(z)‘ i £.

Die Diagonalelemente vaa %) approximieren die Eigenwerte vot mit der vorge-
gebenen Genauigkeit Man solltez = epd| A || r wéhlen, da eine hohere Genauigkeit
nicht erreichbar ist.

(iii) Falls wy, klein wird (etwakepsv1), so sollte man statt der Aufdatierung in Schritt
S3w. direkt ausA %) berechnen.

(iv) Im KonvergenzFalle giltv, — 0. Dann werden die Nichtdiagonalelemente von
A;. klein. Das) aus der zu l6senden quadratischen Gleichung kann dann grof3 wer-
den. Wegen

SN VR
1+v2/2 1+419]

sind 7, s undt;, betragsmallig klein, so dass die entsprechenden Korrekturformeln
(9.8)-(9.12) gutartig sind.
Fir eine optimale Wahl vop und ¢ erkennt man sofort, dass,, das betragsgrofite
Nichtdiagonalelement vod sein muf3te. Mit dieser Strategie erhalt man das klas-
sische AcoBl-Verfahren. Zur Bestimmung dieses betragsgrof3ten Elementes ist in
jedem Schritt ein grof3er Suchaufwand notwendig. Als einfachere Variante bietet es
sich an, alle Nichtdiagonalelemente der Matrix zyklisch zu durchlaufen, so z.B. zei-
lenweise gemal

(p,q) =(1,2),...,(4,n),(2,3),...,(2,n),...,(n—2,n—1),(n—2,n),(n—1n).

Ein derartiges Verfahren bezeichnet man als zyklischesai-Verfahren. Beim zy-
klischen Acosi-Verfahren kommt es vor, dass zu einem Elemgptine QVENS-
Rotation durchgefuihrt wird, obwohl es klein ist. Die Abnahme v@ndie dadurch
erreicht wird, ist also unwesentlich. Darum modifizieren wir das zykliselmesi-
Verfahren so, dass wir nur dann einev&Ns-RotationG,, durchfiihren, falls das
Elementa,, groler als ein vorgegebener Schwellwert ist. Dadurch werden uneffi-
ziente Transformationen vermieden. Dieses Verfahren heil3t SchwellweoBJ-
Verfahren. Als Schwellwert sollte man das quadratische Mittel der Nichtdiagonal-
elemente\/wi/N, N = n(n —1)/2 verwenden. Man beachte, dass jed& &b s-
Rotation neue Nichtnullelemente in der Matrix erzeugt, d.h. dass auch nach Durch-
laufen aller Nichtdiagonalelemente die Matrix nicht auf Diagonalgestalt transfor-
miert ist. Das dcoBi-Verfahren stellt im allgemeinen einen unendlichen Algorith-
mus zur Eigenwertberechnung dar. Die Konvergenz des Algorithmus wollen wir nun
untersuchen.
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9.29. Satz:Das JacosBl-Verfahren werde fir eine symmetrische Matdxe C"*"
mit den Eigenwerteny, ..., \, in exakter Arithmetik durchgefiihrt. Es existiere ein
k < 1, so dass die Pivotwahl in Schri2 so erfolgt, dass jeweils

W1 = KW,
erfilllt ist. Dann gilt fiir die Folge{ A(*)}
lim AF) = M = diag A1), A2+ () (9.13)

mit einer geeigneten Permutati¢m(1),...,m(n)} der Zahlen{1,... n}. Weiterhin
gilt:
(i) FUri#jundk Z0ist
a1 S IRV = /20, = (Vi) /200
(i) Im Falle i = j existiert einkg > 0, so dass fir allé: = kg
0l = Ao S 1M® = M| = /20, = (VR)" /220,

Beweis: (i) Diese Aussage folgt sofort aus., 1 < kwy.
(i) FUr ¢ # p, q qilt
|a(k+1) —Jd®r—p

1 w |
Firi = p oderi = ¢ folgt aus den Transformationsformeln (9.8) und (9.12)

Bt _ () () (k) ()

pp ~ — App | = |app —trApq — Qpp |
k
= |tillaly)]
k+1 k k k k
af(zq ) aéq>| = |a£1q) + tkazgq) - aéq) |

k
= [tgllal).
Damit erhalt man
k+1 k k k
Y — 0P| = 10l = 1 (VR)F /20,

und weiter furr =0,1,...

ol Y — ] < el Y a4 Y = ol
= (VR T+ (V)| Vs
= (V)" [(VR) ++1] /2
- W o

RN
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Die Folge{al(.f)} Ist damit CAucHY-Folge und konvergiert gegen einen Grenzwert
11;. Damit gilt (9.13) mitM = diag( 1, sz, .. ., in). Da alle A orthogonal &hnlich
zu A sind, missen diese, Eigenwerte vonA sein. Es existiert also eine Permuta-
tion {m(1),...,m(n)} der Zahlen{l,...,n}, so dasgi,; = \,,;, ¢ = 1,...,n. Die
Abschatzung in (ii) folgt dann mit Salftz 9]23. *

Bemerkungen: (i) Fir das klassischeagd oBi-Verfahren gilt

Wi = n(nz— Y (agf]))z =N (agf]))z.

Daraus folgt

or = i (o))
()}
= 1- —<aiqk> Wk

1

Wir erhalten dahewy, 1 < kwy Mit k =1 — 1 < 1.
(if) Fur das SchwellwertAcoBi-Verfahren sollte

k
lale)| Z v/ /N

gelten. Damit folgt wieder

Wk+1 = Wk — (aé?)z
(k)2
— 1-— <aiqk> Wk

1A

1
(1_ N) Wk,

daherw;, 1 = kwy, mitk =1— % < 1.
(i) Nach Satz 9.29 konvergieren die Elemente vait) mindestens linear mit dem
Faktorx gegen Null bzw. gegen die Eigenwerte vdn Da x nahe bei 1 liegt, folgt
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daraus langsame Konvergenz. Um eine vorgegebene Genauigkéieps| A|| r zu
erreichen wirde dies eine Abschétzung

k. 1
T_N:2|n<Keps>

fr die Anzahl der benotigten Zyklen ergeben. Praktische Erfahrungen zeigen aber,
dass fast immer
k <
=—24...10

"TN
gilt. Grund fur dieses Verhalten ist die asymptotisch quadratische Konvergenz des
Jacosi-Verfahrens.
Als letztes wollen wir noch den Rundungsfehlereinfluss beionki-Verfahren ab-
schatzen.

9.30. RundungsfehleranalyseDas JacoBi-Verfahren werde in Computerarithme-
tik mit einer vorgegebenen Genauigkeit Keps|A| » und einer Pivotwahl, fur die
wi41 = kwy, Mit k < 1 gilt, durchgefuihrt. Dann bricht das Verfahren nakh= Nr
Schritten ab, wobet = 4...10qgilt.

k+1)

Die berechneten Diagonalelemente= al(.l. sind exakte Eigenwerte einer Matrix
A+ dA, wobei fur die symmetrische Storudd

|6A]| < epsF + K)|[Allp,  F = 18:%2

gilt. (Praktisch gilt fast immer = k /n ~ nr /2, oft sogarF = 10.)
Fur die berechnete Matrix der Eigenvektoréngilt

IV -V || SepsFy, Fi<6n?
wobeiV die exakte Matrix der Eigenvektoren vetrH- §A ist.

Der Aufwand des AicoBi-Verfahrens ist relativ hoch. Bricht man nach vier Zyklen
ab, so benétigt man etwabn® Additionen und Multiplikationen allein zum Berech-

nen der Eigenwerte und12n3 zum Ldsen des vollstandigen Eigenwertproblems.
Das @ R-Verfahren, das wir spater behandeln werden, I6st dieselben Aufgaben mit
einem Neuntel bzw. einem Drittel des Aufwands. Darum ist die Anwendung des
Jacosl-Verfahrens auf Spezialfalle beschréankt, etwa das Berechnen der Eigenwerte
mit geringer Genauigkeit oder das Berechnen der Eigenwerte mit voller Genauigkeit
fur Matrizen mit kleinen Nichtdiagonalelementen. In diesen Féllen kann man hoffen,
mit ein bis zwei Zyklen ans Ziel zu kommen. Auch fir Probleme kleiner Dimension
(n = 10) ist das dcoBi-Verfahren konkurrenzfahig.
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9.4. Die Vektor- und Teilraumiteration

In diesem Abschnitt werden wir iterative Verfahren betrachten, die fur eine reelle
symmetrische Matrix Eigenvektoren approximieren, die zu den betragsgrof3ten Ei-
genwerten gehoren. Die Algorithmen selbst haben keine besondere Bedeutung, sie
dienen als Grundlage fiir die inverse Iteration oder @erAlgorithmus, die lei-
stungsfahige Algorithmen zur Behandlung von Eigenwertproblemen darstellen.

Es seiemq, \p,..., \, die gemal

A1l 2 (A2l Z - 2 (A
geordneten Eigenwerte der symmetrischen Matrix-erner sei
{ug,ug,...,uy}

ein zugehoriges Orthonormalsystem von Eigenvektoren. Dann heif3en die Eigenwer-
te

{>\1,>\2,...,>\p}

dominant, fallg\,| > |A\,11] gilt.
Der den dominanten Eigenwert¢is, Ao, ..., \,} zugeordnete Eigenraum

S, =S,(A) =sparfur, uy, ..., up)

heil3t p-ter dominanter Teilraum voh. Die Eigenvektorem, uo, . .., u, bilden eine
orthonormale Basis deS,, und es gilt din{S,) = p. Weiterhin ist wegemAu,; =
ANju; € Spfurj=1,2....p

AS,={y=Ax:xcS,}<S,. (9.14)
P p P

Der Eigenrauns,, ist somit invariant unter der durc vermittelten linearen Abbil-
dung. Ein Teilrauns, desR", fiir den [9.14) gilt, heilRt aucA-invarianter Teilraum
desR". Wir werden nun versucheis, zu approximieren. Dazu gehen wir von der
Eigenwertzerlegung voA aus. Es sei

UNUT
= [)qulu{ + -t )\pupug] + {)\p+1up+1ug+l 4+t )\nunuﬂ .

A
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Dann gilt
Al = UntUT
= {)\]fulu:f +-t )\I;upuﬂ + [)\I;Jrlupﬂugﬂ +- Aﬁunug]

ok
k 1 T T
= )\p{ ()\p) ujug + -+ upu,

: >‘p—+—1 g T An g T
T ) Weratpe e ) Uty |
/4 /4

Wegen|\,| > |\,+1| wird die Dominanz der erstep Terme mit zunehmendeit

Potenzen immer gréRer. Fir hinreichend groResrd A* durch die erstep Terme
reprasentiert. Damit gilt fir einen beliebigen Vekioe R"

n
Al = 2{\? [U?U} uj; ~ /\/ZlC [u{v} uL+ - +>\l; [ugv} u,
J:

falls nicht alle Skalarprodukta]Tv,j =1,...,p, verschwinden. Fur groResliegt
somit der VektorA*v fastinS,.

Wenn wir geeignetg linear unabhangige Vektoren, . .., v, wahlen, so werden die
VektorenA* vy, ..., Akvp fur gentigend grol3éseinen Teilraum deR" aufspannen,
derS, gut approximiert. Das Berechnen vetf v erfolgt natiirlich rekursiv geman

Aty = A <Akv>. AuRerdem sind bei der praktischen Realisierung die Vektoren

A*y zu normieren, ddf A¥v|| im Falle |\1| > 1 unbeschréankt wachst und im Falle
|A1] < 1 gegen Null geht.

Wir betrachten nun den einfachsten Fa# 1. Das ist die sogenannte Vektoriterati-
on.

9.31. Basisverfahren der Vektoriteration:
S0 (Initialisierung) Wahle Vektop© e R” mit ||v(9 |, = 1 und setzé: = 0.
S1 (Iteration) Berechnav* ™) = Ap(F).
S2 (Normierung) Setze"+1) = 4+ /|| (k+1)|,.
S3 Setzek = k+ 1 und gehe zu Schri§l
Aufwand pro Schritt:
e Eine Auswertund/atrixz x Vektor (S1)
e ~n Add./Sub. +~2n Mult./Div. + 1 Quadratwurzel $2

Bemerkungen: (i) Die Matrix A wird bei der Iteration im Unterschied zu ande-
ren Verfahren nicht verandert. Man bendtigt eigentlich auch nur eine Prozedur zum
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Berechnen vomx. Dies ist besonders bei schwach besetzten Matrizen hoher Di-
mension von \orteil.

(ii) Die Vektoriteration wird auch alsyoN-MIsEs-teration” oder als Potenzmetho-

de bezeichnet.

Der folgende Satz liefert uns Aussagen Uber das Konvergenzverhalten der Vektorite-
ration.

9.32. Satz:Es sei)\; dominanter Eigenwert der symmetrischen MatAx u1 be-
zeichne einen zugehdrigen normierten Eigenvektor, der Startvel®ogeniige der
Bedingung

o= u{v(o) > 0. (9.15)
Dann gilt fur die Folge{v("")}, die durch die Vektoriteration erzeugt wird,

0= tanyy, < rtangy,_1 < kFtanpg = kFv/1—02/0 (9.16)
mit & = [A\1/Xo| undyy, = J(uq, 9,0 ") € [0,7/2), 9), = (sgn(A1))* € {1,-1}.

Beweis:Es seiS1 = sparfui) und 2, = sparfusy, ..., u,) = Sf. Dann lasst sich der
Startvektorv(?) in Komponenten beziiglic; und 2, zerlegen:

v(% = 9gv'% = uycospo+ zosingo, zo€ 22, 20l =1 (9.17)

Wegen|[(9.15) gilt

o = C0Spg > 0,

und darum & g < /2 und tanpg = v1— 02/ = 0. Multiplizieren wir[9.17 von
links mit sgn(\1) A, so erhalten wir

)\1A1901)(0) = 191A'U(0) = ﬁlfw(l)
= SgN(A1) (\1u1C0Spo+ AzoSingo), Azg € 2.

Daraus folgt
w2 = A2 cog o+ || Azo||2sir? o 2 A3 cos o,

daher||w®| = |\1| cospp > 0. Der SchrittS2im Algorithmus ist durchfiihrbar und
es gilt

9100 = 91wV /w2 = ugcospr + z1sinp1, z1€ 2, |z1ll2=1,
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wobei
|A1]cospo . | Azol| singg
co = — Slnp1 =
T @) T @)
und
n(\)A
sgn(A1) Azo fir Azpo+#o
s ) Az
U fir Azg=o.

Daraus folgt (= ¢; < /2 und

[ Azo < [\

0= tanp, = tanpg = = tanypg = ktanyg.
Al Al
(9.16) qilt daher fuk = 1. Der Rest folgt durch vollstandige Induktion. *

Bemerkungen: (i) Der Vorzeichenfaktog);,, hat nur beweistechnische Bedeutung.

(i) |tan( % (u,v))| ist als ,Entfernung” zweier Richtungen interpretierbar. Orthogo-
nale Richtungen sind unendlich weit voneinander entfernt, der Abstand der Richtun-
gen paralleler Vektoren ist gleich Null.

(iii) Es gilt

Hﬁkv(k) _UIH = \/(ﬁk’v(k) —ul)T(ﬁk,’UUf) — ul)
= IoWIP=2uf o + ]

= /2(1-cosp},)
= ZSIF(QOk/Z) = tanyy.

Wegeny, — 0 folgt somitd,v®) — wuq.

(iv) Normalerweise mochte man neben einer Eigenvektorndherung auch eine ent-
sprechende Approximation fir den zugehorigen Eigenwert haben. Die beste Eigen-
wertnaherung zu einem gegebenen Eigenvektor ist nactj Sajz 9.26\deEIRH -
Quotient:

or = RQ(vM) = p®) Ap®) = () 4 (+D)
Stellen wirv®) in der Form

o™ = uycospy + zsingy,  zi, € 2o, |zl =1
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dar, so ergibt sich
A (ﬁkv(k)) = u1\1C0Sp, + Az SNy, Az € 2o

und weiter

op = RQw™)) = (ugcospy,+ zsingg)” (uh1cospy, + Az singy,)
A\ cog O —l—ngzk sin? O
= A1— ()\1 — z%Azk) sin2 Pk

Nun gilt
|)\1—ZZ:AZ]€| = ‘)\1‘+|Z£Azk|
= Al Nzl [ Az
= (Al +[A2
= 2n=2]A].

Damit folgt endlich
0w — M| = 2| A sirP oy, < 2] Al|tarf o, = 2] Al|x? tarf o,

Die Folge der RYLEIGH-Quotienten konvergiert linear mit dem Faktef, also
schneller als die Folge der Eigenvektorapproximationen.

Bei der praktischen Realisierung der Vektoriteration gilt wegen den auftretenden
Rundungsfehlern nur noch der folgende Satz, den wir ohne Beweis angeben.

9.33. Satz:Es sei\; dominanter Eigenwert der symmetrischen Matdix
K = ‘)\2/)\1‘ < 1,

u1 bezeichne einen zugehdrigen normierten Eigenvektor. Die Vektoriteration werde
in Computerarithmetik so durchgefiihrt, dass die berechneten Vektaréril)} der
Beziehung

wtt = (A4 84,00, |84 = eps| A]
genugen. Mit = eps F' +n/2) gelte
k+10<1, |[ulv ) >c=¢c/1-k—e). (9.18)

Dann gilt fiir die den berechneten Vektorén*)} zugeordneten Winkdly,} die
Abschéatzung

O=tanp, =7, 712 Thy1, liM 7p=¢.
k—o00
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Ist ko ein hinreichend groRer Index niény;, < 1, so gilt fur allek = ko

~

~ ~ ~ J— 6
tanpy, 1 = Atangy, + & = AF Mt ltang, + -
mit
~ K+¢€ " €
R=——"——, &= .
1—+/2¢ 1—+/2¢

Far alle k 2 1 gilt weiterhin
[950%) —uq|| £ tang, + epsg,
und die gemaf

op = o0 4B +D)

berechneten Eigenwertndherungen gentugen der Abschatzung

|0k — M| = | A||[2Sirf o5, + epgF + 2n)].

Bemerkungen:(i) Durch die Bedingungen (9.18) wird einerseits gesichert, fass
hinreichend grof3er ist als\»|, und andererseits wird verhindert, dass und der
Startvektorv(? fast orthogonal sind. Die zweite Bedingung ist nur von theoreti-
scher Bedeutung. Praktisch konvergiert das Verfahren auch,dallsnd v(© ex-

akt orthogonal sind, da durch Rundungsfehler immer Komponenten in den Vektoren
v®) k> 1, erzeugt werden, die parallel zu sind.

(i) Fur vollbesetztesA ware die Konstanté” = n%/2. Ist A jedoch wie in vielen
Anwendungen schwach besetzt, so ergeben sich wesentlich kleinere Werte ftr F.
Wir wollen nun den Fall betrachten, bei dem mehrere Vektoren gleichzeitig iteriert
werden, um einen dominanten Teilraum zu approximieren. Das ist die sogenannte
Teilraumiteration.

9.34. Basisverfahren der Teilraumiteration:
S0 Wihle einen Teilraurp© ¢ R™ mit dim <y<0>> = p und setzé: = 0.

S1 (Iteration) Definiere
YD) _ g yplh) — {Ay ’y e k) }

S2 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl
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Um die Konvergenz des Algorithmus zu beschreiben, bendtigen wir ein Mal3 fur die
Entfernung zweier Teilraume. Es s8iC R" ein Teilraum undy € R" ein Vektor
ungleich dem Nullvektor. Die Grol3e

Hy,8) =min{ J(y,s) [s€S,s#0}

heil3t Winkel zwischen dem Vektgy und dem Teilrauns.
Es seiy ¢ R” ein weiterer Teilraum. Dann heifl3t die Gro3e

FY.8) =max{ H(y,8) |[ycVy+#o}
Winkel zwischen den TeilrAume)i und S. Es gilt offensichtlich stets
0= J(y,8)=m/2

Man beachte aber, dass fur den Winkel zwischen zwei Teilraumen im allgemeinen
nicht (Y, 8) = 4(S,Y) gilt. Um dies einzusehen, betrachte man nur eine Gerade
und eine Ebene ifik3. Im Falle dimY) = dim(S) gilt

IP,8) = A8, Y) = HY-.SH).

Falls die TeilrAuméy und S gleiche Dimension haben, ist tari(Y,S)) zur Cha-
rakterisierung der Entfernung der beiden TeilrAume verwendbar. Es gilt

tan( 4, 5))

genau dann, weny¥ = S, und

tan( 4, 5))

falls einer der TeilrAume eine Richtung enthélt, die orthogonal zum anderen ist. Nun
formulieren wir einen Konvergenzsatz.

0

oQ,

9.35. Satz:Es seien{\q,...,\,} dominante Eigenwerte der symmetrischen Matrix

A. 8, C R" sei der zugehérige-te dominante Teilraum. Der Teilraupi® ¢ R”
genuge den Bedingungen

dim <y<°>) —p, o= cos( ﬁ(y(o),sp)> > 0.
Dann gilt fir die durch die Teilraumiteration erzeugte Folgg(*)}

1. dim(y("’)> —p k=12
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tany;, < ktanp,_1 = kP tanyg = KF/1— o2/o
mit
s=Ppa/hl <1 or=3(00,8,).
Beweis:Es ist)*) in Komponenten bezlglics, und

Z]H‘l - Spa”iuerla s 7un) — S]J;
zu zerlegen. Der Rest verlauft analog zum Beweis des Saizés 9.18. *

Zur praktischen Realisierung der Teilraumiteration liegt es n@He,durchp linear

unabhangige Vektoren(lk), . ,vff) festzulegen. Fal3t man diese Vektoren zu einer
Matrix

vk = (v(lk),...,v](gk)) c R™"*P

zusammen, so besteht ein Iterationsschritt der Teilraumiteration in der Transforma-
tion

w ikl — gy (k).

Die Spalten der Matri *+1) € R"*P spannen dann den Teilraupi* D auf. Zur
Vermeidung von Uber- und Unterlauf i8¢ (**1) zu normieren:

lwg ™l [yl

()

Fir groRes: konvergieren alle Vektoren, ' gegend-u falls u{vgo) = 0 qgilt. Die
(k)

Vektorenwv; ,...,v]()k) werden mit wachsender immer starker linear abhangig.
Darum sollte man mit paarweise orthogonalen Vektoren starten und diese immer
wieder orthonormieren. Weiterhin ist es giinstig, mit einem Teilratth zu starten,
dessen Dimension groR3er alsst. Wir erhalten so den folgenden Algorithmus.

9.36. Teilraumiteration mit orthonormalen Basen:
S0 (Initialisierung) Wahle einm mit p =m =n und eine spaltenorthonormale
Matrix V(0 ¢ R"™*™_Setzd: = 0.

S1 (Iteration) Berechna¥ v+l — Ay (A,



42 KAPITEL 9. EIGENWERTE SYMMETRISCHER MATRIZEN

S2 (Orthogonalisierung) Bestimme eine spaltenorthonormale Matrix
V(k‘—l—l) c Rnxm

und eine obere DreiecksmatrR* Y ¢ R™>™ mit

W(k‘—i—l) V(k+1)R(k+l).

S3 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl
Aufwand pro Schritt:

e m Auswertungem/atrixz x Vektor (S1)

o ~Kinm? Add./Mult. 82
(K1 = 1fur ScHmIDTsches Orthogonalisierungsverfahren)

Bemerkungen: (i) Falls die Voraussetzungen von Saiz 9.35 mitstattp erfullt
sind, gelten natdrlich alle entsprechenden Aussagen. In exakter Arithmetik wird dann
durchw *+1) derm-te dominante Teilraum approximiert. Fur

Ylh+1) — Span<W(k+1))
gilt
dim (y“f“)) =rg (W(k+1)) =m.

Der SchrittS2im obigen Algorithmus ist daher durchfthrbar.
(ii) Partitioniert man die Matrize® *), V() und R*) geman
wi — (W wi), wilermr, wib) ermtm),

vk — (v&k),v(zk)), v erme, y) ¢ grxm—p)

und
k k
- (H )
o Ry,
mit

Y

Rg_ki) e Rpo, RZ(L];) c RpX(m—p)’ R(Zké) c R(m—p)X(m—p)
dann gilt

W(lk+1) _ Av(lk)
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und

WD _ phD plied)

Die Spalten vorV(lk) bilden eine orthonormale Basis voﬁk) = span{W(lk)), also

desjenigen Teilraums, der durch Iteration azﬁg) = spar(V(lo)) entsteht. Sind die

erstenp Eigenwerte dominant, so konvergiert damit die Fo{gé(lk)} gegen dem-

ten dominanten Teilraurs,,.

(iif) Fur die Computerrealisierung lassen sich zu $atz]9.33 analoge Aussagen be-
weisen. Wesentlich fiir die Konvergenz des Verfahrens ist dabeisdass, 1/\,|
hinreichend kleiner als 1 ist.

(iv) An das Orthogonalisierungsverfahren in Sch8g brauchen keine besonders
hohen Qualitdtsanforderungen gestellt werden, da nicht die paarweise Orthogonali-
tat der Spalten vov ) fiir die Konvergenz des Verfahrens notwendig ist, sondern
nur ihre hinreichend starke lineare Unabhangigkeit.

Mit den MatrizenV *) hat man orthogonale Basen der Teilraup¥é) berechnet,

die Approximationen deg-ten dominanten TeilraumS, darstellen, sofern

dim(V®)) = pundr = |A,1/M] < 1

gilt. Die Spalten vorivV(¥) stellen nicht die besten Naherungen fiir die ergtéi-
genvektoren dar. Aul3erdem stellt sich naturlich die Frage nach den zugehdorigen Ei-
genwertapproximationen. Wir haben die Aufgabe, zu einer gegebenen Naherung des
p-ten dominanten Teilraums entsprechende Naherufygen;),: = 1,...,p, fur die

ersterp Eigenpaare der Matrid zu konstruieren. Aus den Approximationgnund

z; bilden wir die Matrizen

M =diag(p1, ..., up) ERP*P. Z = (21,...,2,) € R"P.

Waren nun die Paafg;, z;),i=1,...,p, exakte Eigenpaare vos, so wirdeA Z =

Z M gelten. Als Mal fiir die Glte der Approximation der Eigenpaare Aaturch
M und Z verwenden wir darum die Norm der ResiduumsmaRix AZ — ZM.
Eine in diesem Sinne beste Approximation der ergt&ngenpaare einer symmetri-
schen MatrixA, bei einer durch die spaltenorthonormale Maf¥ixe R"*? gege-
benen Approximation dgsten dominanten TeilraumsS,, erhalten wir durch Losen
der Aufgabe

min{ |AZ —-ZM||p| M €D,,Z € OB(spa{V)) }

wobeiD, die Menge allep-dimensionalen Diagonalmatrizen ist uB () fur die
Menge aller orthonormalen Matrizéfi steht, deren Spalten eine Orthonormalbasis
des Teilraumgy bilden. Eine L6sung dieses Problems liefert der folgende Satz.
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9.37. Satz:Gegeben seien eine symmetrische Ma#riMnd eine spaltenorthonorma-
le (n,p)-Matrix V.. Weiterhin se{y = spar{V") der Teilraum, der durch die Spalten
vonV aufgespannt wird. Au¥ und A werde die symmetrisch@, p)-Matrix

P=v©'Av
gebildet. Es sei
P=XMXx"
die zugehorige Eigenwertzerlegung vBn

M =diag(p1, ..., 1p),

X € RP*P orthogonal.
Dann l6st das PaatM, Z) mit Z = V X die Aufgabe

min{ |AZ -ZM|r| M €D,,Z € OB(sparfV)) }.

Beweis:Aus dim(Z) = p, Y = spar{Z) = spar{V") und der Spaltenorthogonalitat
von Z folgt, dassZ die DarstellungZ = VX mit X € RP*? besitzt. Weiter folgt
=277 =X"vTvX = X" X, also die Orthogonalitat voX . Damit gilt

|R|r = |AZ—-ZM]||p
= [(AZ-zZM)X"|r
= |AVXX -vEMX" |,
= |AV-VP|p, P=XMX".

Wir erganzenV zu einer orthogonalefy, n)-Matrix V= (V,V). Es ergibt sich
weiter

=T ~
IR[[F = [[V' (AV =V P)||F

T
— | ( o ) (AV -V D)

viaAv - P .
= | AT | wegen VIV =1, vViv=o
V AV

Damit erhalten wir

~ ~ T
IR|r =\ |VTAV - B)|p+ |V AV|2
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und es gilt

min{ | R||} =min{ |AZ — ZM||z| M € D,, Z € OB(spar{V')) }
> |V AV,

und
: ~ T
min{|R[|r} =V AV
genau dann, wenn
P=vTAv.

Ist P = XM X" die Eigenwertzerlegung Vo, so l6st das PaatM,V X) die
vorgegebene Minimierungsaufgabe. *

Die in diesem Satz beschriebene Zuordnung
(A, V) — (M, Z)

wird RAYLEIGH-RITZ-Algorithmus (kurz RR-Algorithmus) genannt. Die Grof3en
undz; heiRen RTzsche Eigenwerte bzw. Eigenvektoren der Matdikezuglich des

Teilraumsy = spar{V'). Die Matrix P mit den Elementen;; = 00" AvU) stellt
eine Verallgemeinerung desaRLEIGH-Quotienten dar und wird Projektion vot
auf den Teilraun)y = spar{V') genannt.

9.38.RAYLEIGH-RITZ-Algorithmus:
Es seien die symmetrische Matuk € R™*" und die spaltenorthonormale Matrix
V € R™"*P gegeben.

SO e BerechneB = AV € R"*?,

e BerechneP = VI B e RP*?,
S1 Berechne die Eigenwertzerleguity= X M X '
S2 BerechneZ =V X.
Aufwand:
e m Auswertungen/atriz x Vektor + ~np?/2 Add./Mult. S0)
o ~Kop3 Add./Mult. 81) (K> hangt vom angewendeten Verfahren ab)
o ~np® Add./Mult. G2

Bemerkungen:(i) Ist Y invarianter Teilraum vom, so gilt

spafAV) S spafV) = .
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Es gibt daher eine Matri€' € R’*P mit AV = V C. Damit folgt
pP=viav=vivc=cC.

Es gilt alsoAV = V P. (Diese Beziehung folgt nicht einfach al3= V' AV,

da im allgemeinen nichlV V' = T gilt.) Aus der letzten Beziehung folldV X =
VPX, und weiterAZ — ZM = o. Fir einen invarianten Teilraum verschwindet
die ResiduumsmatriR = AZ — Z M. Die RiTzschen Eigenpaare sind dann exakte
Eigenpaare der Matrid.

(if) Sind die Spalten voiV' gute Naherungen fur die gesuchten Eigenvektoren, so ist
P fast diagonal. Zum Berechnen der Eigenwertzerlegung im S&Rittietet sich
damit das dcosi-Verfahren an.

Fir den Fall, das® kein invarianter Teilraum ist, geben wir noch den folgenden
Satz ohne Beweis an, der Aussagen Uber die Giite dexsBhen Naherungen in
Abhangigkeit von der Residuumsmati#¥ macht.

9.39. Satz:Fir eine symmetrisché:,n)-Matrix A und eine spaltenorthonormale
(n,p)-Matrix V' seien durch

M:diag(,ul,...,up), Z:(zl,...,zp)

die in exakter Arithmetik berechnet&irzschen Eigenwerte und Eigenvektoren ge-
geben.

R=AZ—-ZM = (ry,...,1p)
sei die zugehorige Residuumsmatrix. Dann gilt
() Es gibt symmetrische Stérungéd ; mit
(A+0A))z; = pjzj, [0A;]2=Im5ll2, 7=1,....p.
(i) Es gibt Eigenwerte\;y), ..., A;;,) von A mit

=Nyl = IR]2, j=1.....p,

4 2
S (1=Ng) = VR,
=
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9.5. Die Inverse Iteration nach Wielandt

Die Vektor- und die Teilraumiteration lieferten nur Approximationen fur Eigenvek-
toren bzw. fir Eigenrdume, die zu dominanten Eigenwerten gehoren. Die Konver-
genz der Algorithmen ist im allgemeinen langsam. In vielen Anwendungen werden
andere Eigenvektoren gesucht, so zum Beispiel die zu einer vorgegebenen Eigen-
wertnaherung gehorende beste Eigenvektorndherung oder ein Eigenvektor zum be-
tragskleinsten Eigenwert. Diese Aufgaben lassen sich mit der Vektoriteration in der
ursprunglichen Form nicht I6sen. Wenden wir die Vektoriteration auf die Inverse
A~ der Matrix A an (vorausgesetzA ist regulér), so approximieren wir auf die-

se Weise einen Eigenvektor zum betragskleinsten Eigenwertdjotienn aus der
Eigenwertzerlegung vod

A=UNUT
ergibt sich die Eigenwertzerlegung der Inversen ybn
Al=untut,

Sind\y,..., A, die Eigenwerte der regularen Matri, so sinds, ..., i die Eigen-

werte vonA 1. Durch Spektralverschiebund, = A —pul = U (N — pDUT |asst
sich jeder Eigenwert voll zum betragskleinsten Eigenwert vat), machen. Dies
sind die grundlegenden Ideen der Inversen Iteration.

9.40. Basisverfahren der Inversen Iteration:
SO (Initialisierung) Wahle einu # A, j =1,...,n und einen Startvektar® e R”
mit |09 = 1. Setzé: = 0.
S1 (Iteration) Berechnav* 1) aus

A,uw(k'—Fl) _ (A_ILLI)w(/{H—l) _ ,U(k:)

S2 (Normierung) SetzeF+t1) = q(*+1) /|jaw(F+1)]|.
S3 Setzek = k+ 1 und gehe zu Schri§l

Bemerkungen: (i) Die Matrix (A — I)~! muss nicht berechnet werden. Statt des-
sen werden im Schrit1jeweils lineare Gleichungssysteme mit der MatAx ge-
l6st. Dazu bietet sich eine DLT-Zerlegung oder eindU-Zerlegung an, die nur
einmal berechnet wird. Das Ldsen der Gleichungssysteme im S8Hrkienotigt
dann jeweils~n? Add./Mult. Das ist derselbe Aufwand wie bei der einfachen Vek-
toriteration.

(i) Wenn wir annehmen, dass die Eigenwerte w0 geordnet sind, dass

M=l <|do—pl=Ag—p| = = A —pl
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gilt, so lasst sich der Konvergenzsgiz 9.32 unmittelbar anwenden, falls

K =
A2— [

Al—ﬂ‘

gesetzt wird. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist um so grél3er, je besser die Eigen-
wertnaherung: ist. Mit besserer Eigenwertndherung verschlechtert sich die Kondi-
tion der Matrix A, so dass beim Ldsen der linearen Gleichungssysteme in Schritt
S1Probleme auftreten.

(iif) Far Schritt S1gilt im allgemeinen

(A +8A,)w ) = o) 154, = eps|| A,

wobei F vom Verfahren zum Lésen des linearen Gleichungssystems abhargy. Ist
im Sinne von epBcond A,,) = k < 1 genldgend gut konditionierf:(ist keine zu
gute Naherung fiikq), so istA,, 4+ A, regular, und es gilt

wk Y = (A, +04;) o™ = (4, +64,)v")
mit
A=A' 6A,=(A,+0A,) " —-A"
Far die St(’jrungSA;€ ergibt sich dann die Abschatzung

< IIAH2 s _ condA,)

|6 A, H5AkH<F\|AH F=———F
K

Die Voraussetzungen von Satz 9.33 sind (vt £) statt(A, F) erfillt, falls

A1—
A2 — 1

. 10eps(F + )

‘+10eps(F+ ) <1

gilt.

(iv) Falls die Eigenvektoren zu dem betragskleinsten Eigenwerten gesucht sind,
l&sst sich das Verfahren der Inversen lIteration natirlich auch im Sinne der Teil-
raumiteration verallgemeinern. Man wendet die Teilraumiterationdnit statt A

an. Das Verfahren konvergiert gegen geten dominanten Teilraum vaA 2, falls
0<|Ag| = -+ = |A\y| < |Ap+1] gilt. Ist i eine gute N&herung fil, so istA,, schlecht
konditioniert. Die Bedingung < 1 ist dann nicht mehr erfullt. Wir durfen daher den
Satz[9.3B nicht anwenden. Trotzdem ist nattrlich die Inverse Iteration anwendbar,
um zuy eine akzeptable Eigenvektorapproximation zu berechnen. Man sollte fol-
genden speziellen Algorithmus anwenden.
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9.41. Inverse Iteration bei guter Eigenwertndherung:

Es seiu ein im Sinne von
|1 — Al = epsp|| Al = £o

gute Naherung fur den EigenweYtvon A.
SO (Initialisierung)

e Berechne Zerlegund, = P, L,U,,.

e Berechnaw® ausU,w® =e=(1,...,1)7.

e Wahle eire > 0und setzé = 0.
S1 (Iteration) Berechnav* Y aus

A#w(“l) = PZLMUMw(kH) — k),

S2 (Normierung) Setze

(k+1) H ,U(k—i-l) k—i—l /Wk+1

)

Wit+1 = |Jw

S3 (Abbruchtest) Falls - w1 < 1 so setzé& = k£ + 1 und gehe zu Schrigl

Aufwand:
e ~n%/3 Add./Mult. 80

e ~n? Add./Mult. pro Schritt fur vollbesetzte$ (S1undS2)
Ohne Beweis geben wir folgenden Satz Uber die Konvergenz des Algorithmus an.

9.42. Satz:Das obige Verfahren werde in Computerarithmetik durchgefihrt. Dann

gilt

49

(i) Falls das Verfahren nacl Schritten mite - w1 = 1 abbricht, so gibt es eine

symmetrische Stérurid, so dasg{ ., v}, mitv = v(*+1) der Beziehung

(A+0A)v =pv, |[6A] ~<[| A

genugt;{u, v} ist daher ein akzeptables Eigenpaar vdn

(i) Das Abbruchkriterium
e-wps1=1

ist meist nach wenigen Schritten erfultt£ 3).
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Bemerkungen: (i) Flr eine gute Eigenwertndherung figt— \1| = epsFp||A||. Dann
gilt fir die Kondition der MatrixA,,

,u_)\n
p—A1

> ‘M - )\n|
epsol|A|

cond(A,,) = '

Fur kleinesFy liegt cond(A,,) in der GréRenordnung/gps. Die Durchfuhrbarkeit
der LU-Zerlegung mit regularer oberer Dreiecksmatify ist nicht gesichert. Prak-
tisch wirdU ,, fastimmer regular sein mit eventuell kleinen Diagonalelementen. Soll-
te im Algorithmus sogafU ,) ;; = 0 gelten, so setze mdl/,,) ;. = epg|Al|.

(i) Man sollte in SchrittS0e = eps,/n||A|| wahlen.

(iif) Normalerweise ist im Falle cond4,,) ~ 1/eps damit zu rechnen, dass die L6-
sung vonA,w = v einen gro3en Fehler aufweist. Fir die Inverse Iteration ist nur
die Richtungw/||w|| wesentlich, die auch bei schlechter Naherungutinoch gut
approximiert wird, falls ein numerisch gutartiges Verfahren angewendet wird, und
falls der Eigenwert\; gentigend stark von den anderen Eigenwerten getrennt ist.
Nur fur den unwahrscheinlichen Fallw ~ —w* = —A;lv, also fur kleineg|w||,
weicht die berechnete Richtung stark von der Richtung des Eigenvekiatis.

Ist 1 keine gute Eigenwertndherung, so lasst gicwahrend der Iteration verbes-
sern. Dazu bietet sich wieder derR EIGH-Quotient an. Wir erhalten folgenden
Algorithmus.

9.43.RAYLEIGH-Quotienten-Iteration:
S0 (Initialisierung) Wahlev© mit |v(9 ||, = 1 und eine > 0. Setzé: = 0.

S1 (Berechnen der Verschiebung) Berechne
o = RQ(vM) = o Ap®)

S2 (Inverse lteration) Berechna(*+1) aus

(A— o D)wF D = k),

S3 (Normierung) Setzey,.1 = [|w |, undv* Y = w*+1) /w4,

S4 (Abbruchtest) Falls - w1 < 1 so setzé& = £+ 1 und gehe zu Schrigl
Aufwand pro Schritt:

e ~n? Add./Mult. 1)

o ~Kn3 Add./Mult. fiir vollbesetzted (S2)

e ~Kn Add./Mult. fur tridiagonalesA (S2)

e ~n Add. +~2n Mult. + 1 Quadratwurzel £3
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Es gilt der folgende Satz (ohne Beweis):

9.44. Satz:Die RAYLEIGH-Quotienten-Iteration werde mit = 0 in exakter Arith-
metik durchgefihrt. Dann gilt:

(i) Die Normen der Residuer”) = (A — g, I)v*) fallen monoton, und die Folge
{0, 950"} konvergiert fast immer gegen ein Eigenpdar;, u; }.
(Die GréRen;, € {1,—1} werden dabei so gewahlt, daag (vv*)) Z 0.)

(i) Falls o5, gegen); konvergiert, so ist die Konvergenz kubisch im Sinne von

tang;.1 =y (tangy,)°.
Dabeiisty > 0undy;, = ﬁ(uj,ﬁkv(k)).

Bemerkungen: (i) Falls A — o;. I bei der praktischen Realisierung numerisch singu-
lar wird, so sollte man wie in Bemerkung (i) auf S¢ite 50 verfahren.

(i) Das im SatZ 9.44 beschriebene ideale Konvergenzverhalten wird bei der Compu-
terrealisierung gestort. Praktisch tritt fast immer eine Verbesserung ein, so dass mit
schneller Konvergenz zu rechnen ist.

(iii) Allgemein lasst sich nichts darliber ausgesagen, gegen welchen Eigexwert
von A die RAYLEIGH-Quotienteng, konvergieren. Es braucht insbesondere nicht
derjenige Eigenwert zu sein, dessen Abstandqzam kleinsten ist.

9.6. Transformationen auf Tridiagonalform

Der Aufwand der meisten Algorithmen ist betrachtlich kleiner, falls sie auf Matrizen
einfacherer Gestalt angewendet werden. Darum ist es oft giinstig, die zu behandeln-
de Matrix in einem ersten Schritt durch Ahnlichkeitstransformation auf so eine Form
zu bringen. Fur symmetrische Matrizen arbeitet man dabei mit orthogonalen Trans-
formationen. Als Ziel bietet sich Tridiagonalform an (Diagonalform ware schon die
Losung des Problems). Wir suchen eine orthogofiale)-Matrix @, die die sym-
metrische(n,n)-Matrix A gemaf3

ap b O -0
bo a> b3 :
: bp—1 apn—1 by
O --- O b, ap

auf Tridiagonalgestalt transformiert. Wird noch durch~n2/2 Daten reprasen-
tiert, so sind es bel’ nur noch~2n Elemente. Durch diese Datenreduktion tritt
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eine wesentliche Verringerung des Aufwands zum L6sen des Eigenwertproblems
ein. Die orthogonale Matrig) ist mit Hilfe von HOUSEHOLDER Spiegelungen oder
GIVENS-Drehungen konstruierbar. Wir wollen hier nur die Vorgehensweise bei der
Anwendung von tbUSEHOLDERMatrizen erlautern.

Essei AY = A
Ak — W AR R p=1 .. n-2
T _ A(n—l)

Die MatrizenA*) haben dabei folgende Struktur

( )

(k)

L o || B0

mit T") =trid(aq, ..., ay, by, . .., by) € RFF pF) ¢ R*=F ynd B ¢ R(—F)x (k)

Die HouseHoLDERTransformationH *) wird nun im k-ten Schritt so gewahlt,
dass durch si®®) auf ein Vielfaches des entsprechenden Einheitsvektors transfor-
miert wird:

H® = 1 falls 8% =0 bzw. (9.19)
T _
b - ( N I;w)) I, eRE - HY ¢ RI-Rx (k) (9.20)

Die Matrix H'* wird gemaR

HY =157 (9.21)

mit
v, = e1—b"/g, 9.22)
(9.23)

.. k
6] fur af),, <0
ok = und (9.24)
—[p®| far af"),, >0
(9.25)
W = v /2 (Damitgilty, = vii1s.) (9.26)
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berechnet. Damit erhalt man

AFD — k) A (k) (k) (9.27)
(k) ° (k+D) °
= | = ——9.28
l;(k)T b(k—i—l) )
\ o 50 | g+ ) \ o || gy
mit

bt — gWpk), (9.29)

T

_ _ — Ak+1,k+1 bk
BW — gk gk _ . (9.30)

b(k-i—l) B(]H—l)

Im Unterschied zum HUSEHOLDERVerfahren bei linearen Gleichungssystemen
oder linearen Ausgleichsproblemen tritt hier die SpiegelBH§ auf beiden Seiten

auf. Mit B ist auchB = H BH symmetrisch. Es ist daher nicht zweckmal¥y,

nach den VorschriftelB = (HB)H oder B = H(BH) zu berechnen. Hierbei
wurde durch den Einfluss von Rundungsfehlern die Symmetrie verloren gehen. Eine
symmetrische Berechnungsvorschrift lasst sich folgendermal3en herleiten:

Es gilt H = I —vv’ /~. Damit ergibt sich

B = HBH (9.31)
= (I—vv!/y)BI —vv! /) (9.32)
— B—vv! B/y— Bvv! /y+vvlvo? /42 (9.33)
T T viw T
= B—-—wv —vw' +—ov (9.34)
Y
mit
w = Bv/y. (9.35)
Das lasst sich noch weiter umformen zu
B=B—(pv" +vp") (9.36)
mit
T
p:w—v wv. (9.37)
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Hier ergibt sichB ausBdurch eine symmetrische Rang-2-Modifikation. Nach?2
Schritten erhalt man durch diesen Algorithmus mit

=T =trid(a1,...,an,b2,...,by)

die gesuchte Tridiagonalmatrix. Es gilt
T=Q"'AQ

mit
Q=HYH®?.. .g"-2,

Insgesamt ergibt sich der folgende Algorithmus:

9.45. Tridiagonalisierung einer symmetrischen Matrix
mittels HOUSEHOLDERSpiegelungen:
S0 (Initialisierung) Setzé: = 1und AV = A.
S1 (Berechnen deHOUSEHOLDERSpiegelung)
BerechneH (%) nach (9.19)-(9.26).

(Iteration) Berechned *t1) = H*) A(®) Ff (%) nach (9.28)-(9.37).

S2 (Abbruch) Fallsk < n — 2 so setzé = k+ 1 und gehe zu Schrigl
Aufwand:~2n3/3 Add./Mult. und~n Quadratwurzeln fallsA voll besetzt ist.

Bemerkungen:

(i) Der Algorithmus ist auf dem Platz vaA durchfiihrbar. Die Elementg;,i 2 j+1
werden mit den Vektorem*) (iberspeichert. Die Subdiagonalelemebjtesind in
einem extra Feld zu speichern.

(i) Der Algorithmus ist in dem Sinne gutartig, dass zur berechneten Mé&trene
orthogonale MatrixP und eine StérungA existiert, so dass

A+6A=PTPT

mit || 0A|| r < epsd2n?|| A || bzw. ||6A]|> = eps04n5/2(1+9.5//n)| Al gilt.
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9.7. Der Lanczos-Algorithmus

In diesem Abschnitt werden wir einen anderen Algorithmus zur Tridiagonalisierung
einer Matrix kennenlernen. Durch diesen sogenanntendzos-Algorithmus wird

eine Folge von Tridiagonalmatrizen wachsender Dimension erzeugt, deren grol3te
und kleinste Eigenwerte schnell gegen die entsprechenden Eigenwerte der zugrun-
deliegenden MatriXA konvergieren.

Es sei die symmetrischie, n)-Matrix A gegeben. Fur einen Vektgre R" heil3t die

Folge

q,Aq, A%, ...

KRYLOV-Sequenz. Die erstenVektoren einer IRYLOV-Sequenz spannen einen
Teilraum de<R"”, den KrRyLoOvV-Raum, auf:

Ki(q,A) = spariq,Aq,A%,...,A"Yq), iz1,
Ko(g,A) = {o}.

Fur einen festen Vektog € R" seim die maximale Dimension der zugehorigen
KRYLOV-Raume:

m = max{ dim(Ki(q, A)) | 17 <n } .

Fir den KRyLov-RaumiC,,(q, A) sind die Vektoren
q,Aq, A%q,..., A" 1q

linear unabhangig, und fur den Vektdrq gilt
A"qeKn(q,A).

Daraus folgt
AK . (q, A) K (g, A).

Damit istkC,,,(q, A) ein A-invarianter Teilraum deR".
Die Idee des laNczos-Algorithmus besteht nun darin, die Abbildung

D Km(q, A) — Kn(q, A), O(x)= Az

bezuglich einer speziellen orthonormalen Bdsjs, ..., q,,} von KC,,(q, A) zu be-
schreiben. Die Vektoreg, . .., q,,, werden so gewahlt, dagg, ..., q;} jeweils eine
orthonormale Basis dé&f§;(q, A) bildet. Diese Vektoren lassen sich leicht berech-
nen:
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9.46.LANCzOS-Algorithmus:
SO (Initialisierung) Wéhle Vektog € R" mit ||g||2 = 1. Setzeg; = g undk = 1,

b1qp = o.
S1 (Iteration) Berechne
a, = qiAgy,
Ty = Aqp—arqy —brq)_1,
b1 = |7kll2-

S2 (Abbruchtest)

e Falls by 1 # 0, so berechng;,_ 1 = r1/by+1, Setzek = k+ 1 und gehe zu
SchrittS1

e Fallsb, 1 =0, so setzen = k. STOPP
Aufwand pro Schritt:

e Eine Auswertung Matrix Vektor
e ~4n Add./Sub. +~5n Mult./Div. + 1 Quadratwurzel.

Die durch den lanczos-Algorithmus erzeugten Vektoren bilden die gesuchte Or-
thonormalbasis deK,,,(q, A), wie der folgende Satz aussagt.

9.47. Satz:Die nach denlL ANczos-Algorithmus berechneten Vektoren sind paar-
weise orthogonal und es gilt

spariqy,...,q;) =Ki(q,A), i=1....,m.
Fur den Abbruchindex gilt

m= max{ dim(1C;(q, A)) | 1=i<n }

Beweis:Wir beweisen den Satz mittels vollstandiger Induktion tb&unéchst stel-
len wir fest, dassfur=1,..., m—1

Agq; =biq;_1+aiq;+bi11q;,1

gilt. Furi = 1 istg, = q offensichtlich eine orthonormale Basis d€g(q, A). Neh-
men wir nun an, dass fir alfes j die Vektoreng,, ..., q; paarweise orthogonal sind,
und dass

spariqy,...,q;) = Ki(q, A)

gilt. Ist nun der berechnete Vektor # o, so istb; 1 # 0. Der Vektorg; . 1 ist ein-
deutig definiert, und es giltg; 41| = 1. Um die Orthogonalitatsbeziehungen zu
beweisen, sind drei Falle zu unterscheiden.
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(i) Fur1=i=j—2qilt

T T
bj+19; 41 = Qi Ty

= (AQi)TQj
= (biqi—l+aiqi+bi+lqi+l)TQj
= 0.
(i) Firi=j— 1 gilt
T T
bj+14j-19j41 = 4j-17j
T
= qj_1(Aq;—a;jq; —bjq;_1)
T T
= Qj—lAQj_bJQj—1Qj—l
T
= (Agj 1) q;—b;

bi—b;
~ 0.
(iii) Fiir i =  gilt
bj114;4ji1 = 4; 7
= q) (Ag;—ajq;—bjq; 1)

a; Aq;—a;4; 4;
aj — CLj

= 0.

Wegen
sparlqy,. .., q;) = Ki(q, A) £ C;(q, A)
fir i = j gilt auRerdenAq; € K;1(q, A). Da
qj11 € spag;_1,9;,Aq;)

folgt g1 € ICj11(q, A) und weiter

SpamQL s 7qj—i—l) S Kj—‘rl(qa A)

(bj-1q; 2+ aj-1q;_1+b;q;) q; —b;

57
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Da die Vektorenyy, ..., q, 1 wegen ihrer paarweisen Orthogonalitat linear un-
abhangig sind, gilt

Spar(qlv s 7qj—|—l) — ’Cj+l(q7 A)

Damit folgt sofortj + 1 = max{ dim(1C;(q, A)) | 124 = n} und flr den Ab-
bruchindexm ebenso

m < max{ dim(Ki(q, A)) | 15i<n } .
Andererseits gilt wegen der Abbruchbedingung
Tm = Aqy, — amGpy —bngy, 1 =0,
daher

Aq,, € spang,, 1,4,) C spanqy,...,q,,) =Kn(q, A).
Furi < m gilt

Aq; €Kii1(q,A) EKin(q, A).
Damit ist aber

AKy(g,A) EKn(q, A),

ICn(q, A) ist also A-invarianter Teilraum; der kleinste unter ihnen ist jedoch
durch die Bedingung

j= max{ dim(K;(q, A)) | 15i < n}
festgelegt. Damit gilt fir den Abbruchindex

mZ max{ dim(’C;(q, A)) | 15i=n } .
Zusammengefasst ergibt sich

m= max{ dim(1C;(q, A)) | 1=i=n } :
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Bemerkungen: (i) Die durch den lanczos-Algorithmus berechneten Vektoren ge-
nuigen dem folgenden Gleichungssystem:

Aq, = aiqi+baq;
Aqy, = boqy+axqy+b3q;

Agm—l = bm—lqm—Z +am-1q,—1+ bmqm
Aq,, = bnGp_1+amgp,.

Mit der spaltenorthonormaleim, m)-Matrix

Q = (qla q2,---,49m—1; qm)
und der(m,m)-Tridiagonalmatrix

a1 br 0 0
bo a» b3 . :
J =trid(aq,...,am,b2,...,bp) = o . - 0
: b1 am—1 by
o ... O by, am
gilt dann
AQ=QJ.

Im Fallem = n hat man mit diesem Verfahren die Matukauf symmetrische Tridia-
gonalform gebracht. Die Eigenwerte vdrsind auch Eigenwerte vaA. Istm < n,

so lasst sich durch Wahl eines neuen Startvekjarst Q7 g = o eine weitere spal-
tenorthonormale Matrix) und eine Tridiagonalmatrid berechnen, die dann wei-
tere Eigenwerte vo liefern.

(i) Der Vorteil des LANczos-Algorithmus besteht darin, dass die gréf3ten bzw.
kleinsten Eigenwerte der Matrizen

ag bp O ... O
bo az b3 IR
J;=trid(ay,...,ai,b2,...,b;) = o . . .0
: bi—1 a;—1 b
O ... O b, a;

schnell gegen die grol3ten bzw. kleinsten EigenwerteAdmwnvergieren. Diese las-
sen sich effektiv mit der Vektoriteration bzw. der Inversen Vektoriteration bestim-
men. Bendtigt man alle Eigenwerte, so wendet man auf die Tridiagonalmatrix den
@) R-Algorithmus an, der im nachsten Abschnitt beschrieben wird.

(iif) Dieser Algorithmus ist fur grof3e schwach besetzte Matrizen geeignet, da der
wesentliche Aufwand in der Operation MatkiXektor liegt.
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9.8. Der QR-Algorithmus

Der (@ R-Algorithmus, der 1961 unabhangig voneinander veaRcis und KUBLA -
NOVSKAJA entwickelt wurde, ist das zur Zeit effektivste Verfahren zum Losen des
vollstandigen Eigenwertproblems einer symmetrischen Tridiagonalmatrix. In seiner
Grundform ist er auch auf beliebige symmetrische Matrizen anwendbar. Wir setzen
darum vorerst nur die Symmetrie der Matexvoraus.

9.48.(Q) R-Algorithmus ohne Verschiebungen:
SO (Initialisierung) Setze

A =4 vO=-71 k=0

S1 (QR-Zerlegung) Berechne eine orthogonéten)-Matrix Q¥ und eine obere
DreiecksmatrixR*) mit

Ak = Q) gk).
S2 (Iteration) Berechne

AFY — gk v+l — vk k),
S3 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

9.49. Satz:Die vom obigen Algorithmus erzeugten Matrizaf, Q¥), R**) und
v (%) sowie die Matrix

Ut — g k=1 .. RO

haben folgende Eigenschaften:
(i) A¥ Y ist orthogonal ahnlich zuA®):
AFD = F)" AR Q) k=0,1,...

(i) Esgilt A®) = V0" AV ®) fir k= 0,1,
(i) Esgilt AF=V®HU® furk=1,2,...

Beweis:(i) Aus A% — Q) R folgt R™) — @) A%) und damit

AU+ — g k) — " g Q).
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(i) Die Aussage ergibt sich durch wiederholte Anwendung von (i).
(i) Wir zeigen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion. Zunachst gilt wegen

AR —y®&T g0
vEAR = AVvHE) p=01,....

Offensichtlich giltAl= A = A©® = QO RO = vy @D, pamit ist der Indukti-
onsanfang gesichert. Wir nehmen nun an, dass flrjallé

A= vy
gilt. Dann folgt

AL pAAF - AV R ®HR) — v (E) 4R ()
— vk gM k) = v+ gy (k+1)

%

Der @ R-Algorithmus ist eng mit der Teilraumiteration verwandt. Um dies zu zeigen,
bendtigen wir noch folgenden Satz.

9.50. Satz:Es seiA eine reguléargn,n)-Matrix. Durch A = Rund A = QR seien
zwei Zerlegungen mit orthogonalen Matriz8und@ und oberen Dreiecksmatrizen
R und R gegeben. Dann gilt

Q=QD, R=DR

mit einer DiagonalmatrixD, fur die
|D| =1

gilt.

Beweis:Aus R = éﬁfolgt QTQ — RR ! = B. Die Matrix B ist damit gleichzei-
tig obere Dreiecksmatrix und Orthogonalmatrix; daherBstine Diagonalmatrix,
deren Diagonalelemente samtli¢li oder—1 sind. *

Damit lasst sich jetzt der Zusammenhang zwischen @dmAlgorithmus und der
Teilraumiteration zeigen. Starten wir die Teilraumiteration mit ¢ern)-Matrix
17<0), so hat man ink-ten SchritW " — Av® zu berechnen und anschlieRend
die QR-ZerIegungi/(kH) — v gD Gurchzufihren. (Um Verwechslungen
mit den Matrizen aus de@ R-Algorithmus zu vermeiden, sind die hier auftretenden
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Matrizen mit einem oberen Querstrich gekennzeichnet.) Fiihren wir nun die Matrizen
—\T  —
AW gema&éf(k) — v gy W ein, so gilt fur diese

T —
AR _ R g (kD)
‘7(k)T‘7(k+1) gkt

_ T —
[_)urch die orthogonale Matri@ — v® v **Y ynd die obere Dreiecksmatrix
R* Y st eine R-Zerlegung vonA A" gegeben. Fir die Matrid "t erhalt man

A—(k+1)

Die Matrix A" Y entsteht, indem die Faktoren d@iz-Zerlegung vord™ in um-
gekehrter Reihenfolge multipliziert werden. Das entspricht genau der Vorgehenswei-
se deg) R-Algorithmus. DieQ) R-Zerlegung einer Matrix ist bis auf die Vorzeichen-
verteilung auf die Spalten vo@ und die Zeilen vonR eindeutig. Es ist daher zu

erwarten, dass die Folge{ﬂ7 H {Ii H {ff(k } und{Q } die von derTeiIrau-

miteration erzeugt werden, eng mit den Folgdn®)}, {R™}, {A®)} und{Q )},
die der@ R-Algorithmus liefert, zusammenhangen. Es gilt der folgende Satz.

9.51. Satz:Fur die regulare symmetrischi@,n)-Matrix A seien die Folgel{f(k)}
und {ﬁ(k)} durch die Teilraumiteration miv’ ¥ = 1 erzeugt. Die MatrizerA"”)
und Q(k) seien wie oben definiert. D€y R-Algorithmus liefere die Folgerﬁ Vv #) }

(). (4"} waf 0"}

Dann existieren(n,n)-DiagonalmatrizenD*) mit D© = 1 und |[D"¥)| = I fir
k=12,...,s0dass

gilt.
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Beweis: Wir beweisen den Satz mittels vollstdndiger Induktion. Der Induktionsan-
fang furk = 0 ist offensichtlich. Aus der Annahme, dass die Aussagen bis zu einem
Index k gelten, folgt dann

y kD ﬁ(k)é(k)
- <V(k)D(/<7)> (D(k)Q(k)D(k+1))
= vk pl+l)
— V<k+1)D<k+l).

Weiter ergibt sich

Ak _ é(k:)T A_(k)é(k)
_ ( D+ Q®" D<k>> ( D) A k) D<k>> ( DH Q) D<k+1>)
— D(k—l—l)A(k—i-l)D(k—‘rl)
und
é(kﬁLl) gk+2) U+

— D(k—i—l)A(k‘—l—l)D(k—l-l)
< D+ Q(k+1)) ( R(F+1) D(k:+1)) .

Da dieQ R-Zerlegung einer regularen Matrix bis auf die Verteilung der Vorzeichen
auf die Spalten voi®) und die Zeilen vonR eindeutig ist, existiert eine Diagonal-
matrix D*+2) mit [D*+2)| = I, so dass

é(k+1) _ ( D(k:+1)Q(k+1)> D+2) RU2 _ pk+2) ( R+ D(k+1))_

Damit ist der Satz bewiesen. %

Bemerkung: Wird in den Algorithmen bei def) R-Zerlegung jeweil§ R);; > O fur

j=1,...,n gefordert, so gilt immeD*) = I. Dann stimmen die Matrizenfolgen
beider Algorithmen exakt Giberein.

Da sich die Matrize® und V™) nur in den Vorzeichen der Spalten unterschei-
den, gilt fr eine Partitionierung

V(k) — (V(k)’vgf)) : ng‘) c RXm



64 KAPITEL 9. EIGENWERTE SYMMETRISCHER MATRIZEN

und eine entsprechende Partitionierung

VI (V7Y Ve e

Y = span(V(lk)> — Y = span(f&“) :
Die Algorithmen erzeugen die gleichen Teilraumfolgen. Damit lassen sich alle Kon-

vergenzaussagen der Teilraumiteration aus[Satz 9.35 audj Refdlgorithmus Uber-
tragen. Es gilt der folgende Satz.

9.52. Satz:Fur die symmetrisché:, n)-Matrix A mit den Eigenwerten
O <Al = [An—al = o0 S Apsa| <A = - = A2l =[],

und zugehdrigen orthonormierten Eigenvektoren
UL, U2, ..., Uy,

werde der) R-Algorithmus in exakter Arithmetik durchgefiihrt. Mit
y<°> =spanes,...,e,), Sp=spanui,...,up)

gelte
o= cos( J (y(o),8p>) > 0.

Die durch den)) R-Algorithmus ohne Verschiebungen erzeugten Matrizen seien wie
folgt partitioniert:

V(k') — (V:(Lk),vgk)) ’ V(lk) c Rnxp

und
k k k k k k
AF) — ( Aillg AE% ) Qb= ( Qilkli Qilkzi ) . RM = ( Ry} Ré_k% )
Ayl Ay Q7 Qy o Ry
mit

A errr, Q) errr R e RP¥P.

Y = span(V(lk)) .
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Dann gilt
V11— 2
tanp;1 < ktany, = M ltanpg = kP - €11 (9.38)
g

mit

_ [ Aprt _ (k) _ (k)L

— )\—p ) ¥ ﬁ(y 7Sp>_ﬁ<y 7Zp+1>-
Dabei ist

y(k)_L = Span(V(2k>> ) ZP+1 - Spar(up-l‘l? oo ,’U,n) = SIJ’_

Weiterhin gelten die Abschéatzungen

k k
1A 2= A8 122 (14 w)er]| All2 S 224 ]| All2, (9.39)
k k
1@ N2 1Q%) 1122 (1+ k)ey = 224, (9.40)
IRW 22 (14 #)%ek]| All2 < 4] A2 (9.41)

Beweis:Die Giiltigkeit von [9.3B) folgt sofort aus Satz 9].35 falls man berticksichtigt,
dass im Falle dirfjy) = dim(S) die Beziehung

IP.8) = H8Y) = 3,8
gilt. Um (9.40) zu beweisen gehen wir von
QW) = vy (k1)

aus. Es gilt dann
k T < (k1 N k+1
le) _ V(Z) V(l ) _ {UTVé )} [UTV(l )}

mit U = (u1,...,Up, Upy1,...,un) = (U1,U>2). Damit erhalten wir

T~ -(k+1)

Ty D) _ vivs _(F )

1= =\ ag |
UngkJrl)
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Wegen der Orthogonalitat der Matriz&fund vV *+1) gilt
IOV = [V =1

und damit
|F[2= 1.

Es lasst sich zeigen, da&||2 = siny;,, 1. Damit ergibt sich|G||2 = e 1. Flr

UTv(kJrl) ,
UtV - = ( gl )
UTV(k+1)

erhalt man analogF’||2 = 1 und||G’||2 < ¢ Das liefert insgesamt
k
|Q%) o= G F+ F"G;
=G 2 Fllz2+ 1 F'21Gll2

= e+ epy1
= (1+r)ek.

Dieselbe Abschatzung erhalt man 1Q,. Weiterhin gilt A*) = Q*) R*) und da-
mit A21 = Q21 ) . Mit

IR 2= ||R N2 = A® |2 = [|A]l2
folgt dann
k k k
1A 2 2 11QW 2 1R (12 2 (14 k)ex]| All2 = 224 All2.

Die letzte Abschatzung erhalt man aus der Darstelfg = A0 Q® " Hieraus
ergibt sich

k) k;+1 (k+1)
Ry; = Qzl +A Q22

Wegen|| A2 = |AFHY 2 2 || A2 und]|QY; |12 = 1 folgt

IR = 1Al 1Q% 11+ 1A% 121985 112
= ||A|\2(1+/f)€k+(1+/€)€k+1|\AH2 1
= (14r)(ex+ers1)||All2
= (14+r)%| A2
<

4er|| All2.
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Bemerkungen: (i) Nach Ungleichung| (9.38) konvergieren die Teilraupi&) bzw.

y““)i linear mit dem Konvergenzfaktor < 1 gegensS, bzw. Z,, 1. Im Sinne von

tanyy+1/ tanyy, < « ist diese Konvergenz monoton. Nagh (9.39)-(9.41) konvergieren
die Nichtdiagonalbltcke

k k k k

Aly. AY.Q15. Q1
und

R(lké) fir k — oo wie g,
gegeno.
(i) In den meisten Fallen werden mehrere dominante Eigenwerte existieren. Es gilt
dann zum Beispiel fiir zwei Indizgsundp’

0< nl = e = o Sl < Pyl S o S Dl < ] S - S o] S .

Die Aussagen des Satzes sind dann sowohb fils auch fiip’ glltig falls
cos( 3 (y(c’),sp)) >0
und
cos( J (y<°>,sp/)) >0
gilt. Partitioniert man die Matrizedt %) geman
Al Al Al
Ak) — Agﬁl) Agfz) A(Zl;) mit A(lkl) c Rpo,Ang) e RW-P)x(n—p)

k k k
AY Al A

so folgt aus Satz 9.52
(k)
(k) o < | [ A2 <
A5 |2, | Asy (]2 = = 2¢,[|All2 und
A%
31 2

k k k k
|a% 12,145 12 || (a8, A% =2:5)14]2
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Insgesamt gilt danﬂAg“l) 2 = 2min{ey, e} All2.
(i) Sind alle Eigenwerte dem Betrag nach paarweise verschieden, also

0< | An] <A1 < <A <A1,

und gilt fiir allep € {1,...,n} cos( <)(y(°>,8p)) > 0, so konvergieren alle Nicht-
diagonalelemente gegen Null. Die Diagonalelemente konvergieren dann gegen die
Eigenwerte vorA.

Satz 9.5 zeigt, dass nach hinreichend vielen Schritten die Nichtdiagonalm@ke

und Agfl) klein werden. FUr gentigend grof¥egilt also

k k
1A 2= 1A% |22 « = eps)| A2

mit einer Konstanten F, die den Rundungsfehlereinfluss im Algorithmus beschreibt.
Vernachlassigt man unter diesen Voraussetzungen die Nichtdiagonalbldcke, so ent-
spricht dies einem Ubergang zur Matrix

k
At _ Al o
k
o Agz)
Es gilt dann

mit der Stdérung
o A(lké)
k
A(21) o
Far die Stdrungﬁfi(k) erhalten wir die Abschéatzung
~ (k
164"z 2.

Die Eigenwerte der Matrixi(k) weichen héchstens um den Beteagon den Eigen-
werten der MatrixA(®) und damit von den Eigenwerten voh ab. Das Eigenwert-

problem fUrA(k) zerfallt in zwei Eigenwertprobleme geringerer Dimension, namlich
die fur A% € RP*P und fir A) € R-P)*("=») Der Ubergang voot ) zu A™
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ist damit mit einer wesentlichen Aufwandsverminderung verbunden. Dieses Vorge-
hen bezeichnet man als Deflation. Sind nach weiteren Schritten die Nichtdiagonal-

blocke fur die MatrizenA(lki) oderA(Z? wieder hinreichend klein, so zerfallt das
Eigenwertproblem in noch kleinere Teilprobleme. So wird sich durch fortwahrende
Deflation der Gesamtaufwand erheblich verringern. Der 9.52 zeigte, dass die
Konvergenzgeschwindigkeit, mit der die Nichtdiagonalblécke gegen Null streben,
durch den Faktok = |\,;1/),| bestimmt wird. Wie bei der Inversen Iteration kann
man nun wieder versuchen, diesen Konvergenzfaktor durch eine geeignete Spektral-
verschiebung zu verkleinern. Fur ein vorgegebenesR definieren wir die Matrix

A=A-— wl .
Weiter nehmen wir an, dass die Eigenwexte- ;. von A so geordnet sind, dass
O<|Mi—p| < Ao—pl = =Xy —pl

gilt; i ist eine gute Naherung fur einen einfachen EigenwertAgstimmt aber mit
diesem nicht Uberein. Wir bezeichnen die Eigenwerte der Matrxit

MlA] =X =M1, AucalAl = A1 = Ao — 1, M[A] = M = Ay — .

Fuhrt man den) R-Algorithmus mit der Startmatrixaf(o)_: A=A- I durch,
so ergibt sich fur die Approximation des zum Eigenwgft= \1 — . gehdrenden
Teilraums der Konvergenzfaktor

An
An—l

A1— [
A2— [t

K =

<1

Nachk Schritten erhalten wir die Matrix

Al gk
A , g(lki) c R(n—l)x(n—l)’ a® c g1
a®’ k)

Mit Satz[9.52 folgt, dass unter der Voraussetzungggas 0 mit
p1= J(span(es,...,en—1),Sn-1)

la® |2 = (1+R)El|Allz,  Epvr = Fey, = 7* tangy
gilt. Folglich wird ||a®)||» schnell klein, falls tap1 nicht zu groR ist. Nach wenigen
Schritten ist dahes*) vernachlassigbar, unﬂl’?ist dann eine akzeptable Naherung
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far Xn = A\1— [L.
Die MatrizenA™) sind nach Satz 9.49 orthogonal ahnlich zur Maiix= A — u 1.
Definieren wir nun tber

AR = AW | pud
eine weitere Folge von Matrizen, so gilt wegen

AW

é(k:)ﬁ(k:)’ 14_(k+1) _ E(k)é(k)

AR+1) A+

+ul

= RYQW 4 ur

_ QW' gWRMQ® | 1

_ é(k)Tg(k)é(k)+uI

_ é(k)T (A(k) _ MI) QW ur

I
Q)

Die so definierten Matrizer (") sind daher orthogonal &hnlich 4(®) = A. Parti-
tionieren wir die MatrixA®) genau wied™, so gilt

0 A(lkl) ak) A_(lkl) +ul  a®
A = ==
a®' o) a®' a4+

Die Nichtdiagonalblocke vor (¥) sind dieselben wie die vaA™

gegen Null. Gilt fir gentigend grol3&s

. Sie konvergieren

la®l2 =,

so lasst sich zur Matrix

A(lkl) o
A0
ol o)

Ubergehen. Das Diagonalelemenﬁ@ Ist in diesem Falle eine gute Naherung fur
den Eigenwert\; von A. Der Algorithmus ist dann mit der symmetrischen Matrix
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A(lkl) e R(=Dx(=1) fortsetzbar. Die Konvergenzgeschwindigkeit des Algorithmus
erhoht sich, falls die Verschiebumpg= 11;. in jedem Schritt so festgelegt wird, dass sie
eine moglichst gute Eigenwertapproximation darstellt. Wir erhalten damit folgenden
Algorithmus:

9.53.Q) R-Algorithmus mit Verschlebun?
S0 (Initialisierung) SetzeA © =T undk =0.

S1 (Spektralverschiebung) Wéahle Verschiebungsparameter

S2 (QR-Zerlegung) Berechne eine orthogonale Ma@¥") und eine obere Drei-
ecksmatrixR®) mit

AW T=QWRF.
S3 (Iteration) Berechne
AFD) — W) 41, VvED — (R Q).

S3 Setzek = k+ 1 und gehe zu Schri§l

Bemerkungen: (i) Auch fur die von diesem Algorithmus erzeugten Matrizen gilt

AR —y® gy ® p_01,..

Es wird wieder eine Folge von orthogonal ahnlichen Matrizen erzeugt.
(ii) Falls 1, kein Eigenwert der Matrix4 ist, ist die Matrix A%) — 11, T regular. Bis
auf die Vorzeichen der Spalten bzw. Zeilen sind dann die Fakt@éhund R™*)
eindeutig festgelegt. Der Algorithmus ist auch fur den Fall, dasgigenwert der
Matrix A ist, durchfuhrbar. In diesem Falle treten bei dgiR-Zerlegung Nullen in
der Diagonalen voR™%) auf, ein Eigenwert lasst sich abgespalten, und die Dimen-
sion des Problems verringert sich.
Es blieb im Algorithmus noch die Frage nach der Wahl der Verschiebungsparameter
1. offen. Als einfachste Wahl bietet es sich ap,= afﬁl) zu wahlen.
9.54.Q) R-Algorithmus mit RAYLEIGH-Quotienten-Verschiebungen:

SO (Initialisierung) Setze

AO=a vO=71 k=0
S1 (Spektralverschiebung) Wéahle Verschiebungsparameter a;’;).

(QR-Zerlegung) Berechne eine orthogonale Ma¥") und eine obere Drei-
ecksmatrixR*) mit

AR 1 =QWRMF),
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S2 (Iteration) Berechne
AFD) — pRQW) 1, VD — (R Q).
S3 Setzek = k+ 1 und gehe zu Schri§l

Es gibt einen Zusammenhang mit dexsREIGH -Quotienten-Iteration, wie der fol-
gende Satz zeigt.

9.55. Satz:Wenn der Algorithmus 9.54 exakt durchgefiihrt wird und in jedem Schritt

w kein Eigenwert der MatrixA ist, stimmen diex-ten Spaltemgf) = vWe, der

MatrizenV (%) bis auf das Vorzeichen mit den lterationsvektoeéfl, die sich nach
der RAYLEIGH-Quotienten-Iteration mit dem Startvektof® = e,, ergeben, tiber-
ein.

Beweis:Es gilt
T
i = agjl) = eZA(k)en = eZV(k)TAV(k)en = vgf) Av%k) =0 (v%k)) )

Die GrofReuy, ist der zuvgf) gehotrende RYLEIGH-Quotient. Es folgt weiter

T
(A—piI) IGRR vA0 (A(k) — Mk;I) V(k)Tngl)

_ oy (Q<k> R<k>)T YT k)
— vy R®T Q@ y T, k)

(F), (k)

— Tnn vn .

Da uy, kein Eigenwert vorA ist, musy,g]‘;;) = 0 sein, so dass der Vektor

w7(1k:+1) _ ,Ugﬁul) /Tg%)
der Gleichung

(A— )Y — P

genugt. Das ist genau die Iterationsvorschrift dew BEIGH-Quotienten-Iteration.
Damit folgt die Behauptung. *
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Aus SatZ 9.55 folgt sofort, dass die Konvergenzaussagen aus Satz 9.44 tbernehmbar

sind. Insbesondere ist die Konvergenz asymptotisch kubisch. Falls fur hinreichen

groResk Tg’;) = ¢ gilt, so isty;, als Eigenwert vom akzeptierbar. Es gilt dann

T

“(k+1
A(k+l) _ ( A( +1) o ) —|—5A(k+1), ”6A(k+1)H2§5
o K

Der Algorithmus ist dann mit" "% statt A+ fortsetzbar.
Eine etwas feinere Verschiebungsstrategie ist in folgendem Algorithmus enthalten.

9.56.Q) R-Algorithmus mit WILKINSON-Verschiebungen:
SO (Initialisierung) Setze

A =4 vO=-71 k=0

S1 (Spektralverschiebung)
e Berechne die Eigenwerj€ und” der symmetrischen Matrix

(k) ()

an—l,n—l an—l,n
P — e R¥?,
(k) k

e Ordney/ undy” so, dass

k k
1 —alh) < | = b))

bzw.

q

| < |
im Falle
(k)

i = alil = 1" = all)
gilt.
e Setzeu, = /.
S2 (QR-Zerlegung) Berechne eine orthogonéten )-Matrix Q*) und eine obere
(n,n)-DreiecksmatrixR*) mit

AR 1 =QWRMF,
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S3 (Iteration) Berechne

Ak — W) 41, VvED — (R Q).
S4 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Bemerkung: Die Matrix P*) ist gerade die zur Matri = (v\*, v{’) gehoren-

de Matrix aus dem RYLEIGH-RITZz-Algorithmus. Durchy’ und " sind gerade die
RiTzschen Eigenwerte bezlglich des Unterraums @pﬁé_}l,vgﬁ)) gegeben. Damit

ist der Algorithmus$ 9.56 eine Erweiterung des Algorithius9.54 auf den zweidimen-
sionalen Fall.

9.9. Der QR-Algorithmus fur Tridiagonalmatrizen

Obwohl die Konvergenz des im vorigen Abschnitt angegebep&rAlgorithmus
asymptotisch kubisch ist, ist er gegentber desnaBi-Verfahren noch nicht kon-
kurrenzfahig. Normalerweise sind immer mehrér&-Schritte zur Abspaltung ei-

nes Eigenwertes notwendig. Selbst wenn nach je@dtrSchritt ein Eigenwert ab-
gespalten wirde, und falls man aul3erdem die Dimensionsreduktion in jedem Schritt
beriicksichtigt, so wiirde das Berechnen aller Eigenwerte i@ Additionen und
Multiplikationen kosten. Der Aufwand beimadoBi-Verfahren liegt dagegen bei

6n3 Operationen, also um einePotenz niedriger. Die Situation &ndert sich grund-
legend, falls man die Matrix mit den Methoden aus Abschnitf 9.6. orthogonal &hnlich
auf Tridiagonalform transformiert, und dénR-Algorithmus dann auf diese Tridia-
gonalmatrix anwendet.

Bei der@ R-Zerlegung einer Tridiagonalmatrik bietet es sich wegen der speziel-

len Struktur an, mit & ENS-Drehungen zu arbeiten. Mit Hilfe vom— 1 GIVENS-
Transformationen lassen sich so nacheinander die Subdiagonalelemente an den Po-
sitionen(2,1),(3,2),(4,3),...,(n,n—1) zu Null machen. Man erhalt

Gn-12Gn2n-1G23G12T = R.

Mit
T T T T
Q - Gl,2G2,3 T Gn—Z,n—lGn—l,n

gilt dann

T =QR.
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Da die GQvENS-Drehungen jeweils nur auf zwei Zeilen wirken, hat die Matfbdie
spezielle Struktur

(><><>< \

X X X

X X
X X X

\

Bildet man nun die Matrix

T =RQ = RG{,G}3 -G} 5, 1GT

n—2,n— n—1n>

so wird durch jede G/ENs-'l'_ransformationG’}:j+1 ein Subdiagonalelement in der
Spaltej erzeugt. Die MatrixXI" ist damit eine obere ElSSENBERGMatrix:

(><><>< \
X X X X

X X X
X X X

\ /

Andererseits wissen wir, dass igR-Algorithmus die Symmetrie der Matrizen er-
halten bleibt. Damit folgt aber, dags tridiagonal ist. Da di&) R-Zerlegung einer
Matrix bis auf die Vorzeichen der Spalten v@hbzw. der Zeilen vorR eindeutig ist,

gilt diese Aussage nattrlich auch bei Anwendung eines anderen Verfahrep&zur
Zerlegung. Starten wir def R-Algorithmus mit einer Tridiagonalmatrix, so wird ei-

ne Folge von Tridiagonalmatrizen erzeugt. Der Aufwand fir die Durchfihrung eines
Q R-Schritts verringert sich damit vor4n3/3 Additionen und Multiplikationen im
Falle einer vollbesetzten Matrix auf{1n Additionen,~K>n Multiplikationen und

n Quadratwurzeln, falls mit Tridiagonalmatrizen gearbeitet wird. Die Konstakiten
und K> hdngen von der konkreten Implementierung ab. Die einmalige Transformati-
on der Ausgangsmatrix auf Tridiagonalform benétigt weitegz3/3 Operationen.

Das ist etwa der halbe Aufwand ein@4%:-Schritts fur eine vollbesetzte Matrix. Man
erkennt, dass sich der Gesamtaufwand@g&sAlgorithmus entscheidend verringert.
Der Ubergang zu Tridiagonalmatrizen hat noch einen weiteren Vorteil. Eine symme-
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trische Tridiagonalmatrix

[ \

by ax b3
b3 az b4
T:tl‘id(al,...,an,bz,---abn): . .
bn—z an—2 bn—l
bn—l anp—1 bn,

\ b an /

heil3t nichtzerfallend, falls alle Nebendiagonalelemente von Null verschieden sind.
Existiert ein Indext mit ;. = 0, so heil3t die Matrid” zerfallend. Es gilt dann

(al b \

by az b3

bp—2 ap—2 bp—1
br._1 an_
T _ -1 (k-1

ar  bri1
bp+1 k1 Dr42

\ bn_ll an_.l by,

by an )
(" r)

mit den Tridiagonalmatrize; € RF—Y**-1) yndT, ¢ RMP—F+1)x(n=k+1)

Ist die MatrixT" zerfallend, so zerfallt das zugehdorige Eigenwertproblem offensicht-
lich auch in zwei Eigenwertprobleme geringerer Dimension. Damit ist fast immer ei-
ne betrachtliche Verringerung des Aufwands verbunden. Darum ist es glinstig, auch
hinreichend kleine nichtverschwindende Nebendiagonalelemente als Null anzuse-
hen. Als Kriterium ftr die Kleinheit von Nichtdiagonalelementen ist

b = epd|T|2=¢
anwendbar. Etwas feiner ist das Kriterium
0| = epglag_1| +ax]) = .

Das Nullsetzen vom;, entspricht in beiden Féllen einer Storudiff der Matrix T'
und damit einer StérungA der Matrix A vom Niveau

16T (|2 = [|6A[]2=e.
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Eine wichtige Eigenschaft von Tridiagonalmatrizen wird in folgendem Satz beschrie-
ben.

9.57. Satz:Alle Eigenwerte einer nichtzerfallenden symmetrischen Tridiagonalma-
trix sind einfach. Es existiert eine Nummerierung mit

M <A< < A1 < A

Beweis:Da T als nichtzerfallend vorausgesetzt wurde, sind fir jedlese ersten

n — 1 Spalten der Matrid” — AT linear unabhangig. Es gilt alsg(T — \I) =2 n— 1.

Ist \ ein Eigenwert vorT’, so istT — I singular. Dann gilt aberg(T — \I) = n—1.
Insgesamt folgt danng (T — A\I') = n — 1. Die geometrische Vielfachheit des Eigen-
wertes\ ist 1, \ ist einfacher Eigenwert. *

Fur eine Matrix mit mehrfachen Eigenwerten wird bei exakter orthogonaler Trans-

formation die zugehorige Tridiagonalmatrix zerfallend sein. Es ist dann wieder zu

erwarten, dass der Gesamtaufwand sich deutlich verringert. Sind einige Eigenwer-
te nur dicht benachbart, so muss nach Transformation auf Tridiagonalform keine
Matrix entstehen, die ,fast zerfallend” in dem Sinne ist, dass einige Nebendiago-

nalelemente klein werden. Ein bekanntes Beispiel dafiir ist dikWsSON-Matrix,

die bei deutlich von Null verschiedenen Nichtdiagonalelementen eng benachbarte
Eigenwerte besitzt.

9.58. Beispiel:Die WILKINSON-Matrix:

W =1trid(10,9,...,1,0,1,...,9,10;1,...,1)
hat die Eigenwerte

A0 =10.74619418290339..,

A21=10.74619418290332.
@

Wendet man deid) R-Algorithmus mit Verschiebungen auf eine Tridiagonalmatrix
an, so ist die Tridiagonalform unter der Transformation

T

AR A6+D Z o7 gW Q) — QW |, 1

ebenfalls invariant solange,. kein Eigenwert vonA ist. Es lasst sich nun zeigen,
dass fallsA(®) nicht zerfallend ist undy. Eigenwert vonA ist, die letzte Zeile der
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Matrix A1) bei exakter Rechnung die Gestél ...,0, ;) hat. Das Subdiago-

nalelemen’a(k“)1 verschwindet und.; wird damit als Eigenwert erkannt und ab-

gespalten Wendet man dieaR_EIGH -Quotienten-Verschiebung an, so konvergiert
]a k) \b \ in exakter Arithmetik fast immer monoton und asymptotisch ku-

blg(?h 1gegen 0. Bei Verwendung voniM{INSON-Verschiebungen liegt sogar globa-

le Konvergenz vor. Die Konvergenz ist dabei mindestens quadratisch und meistens
besser als kubisch.

Arbeitet man bei der numerischen Realisierung miENs-Drehungen, so zeigt es

sich, dass di€) R-Zerlegung und das anschliel3ende BerechnenRhin gewis-

ser Weise gleichzeitig durchfiihrbar ist. Hat man namlichjn@VvENS-Drehungen

die Subdiagonalelemente in den Spalten 1 von A%*) — w1 eliminiert, so blei-

ben diese Spalten von den weiteren Transformationen unberthrt. Sie werden weder
benotigt noch geandert. Diese Spalten sind schon die entsprechenden Spalten der
Matrix R*), und auf sie sind schon die erstgn 1 Transformationen von rechts an-
wendbar. Ein Schritt deQ R-Algorithmus ist somit im wesentlichen auf dem Platz

der Matrix A durchfihrbar.

9.59. Expliziter ) R-Schritt:
SO (Initialisierung) Wahle Verschiebungsparameterund bilde

44_2 A(k) - ukI.
SetzaGo; = I undV = V),

S1 (Transformation) Fur; = 1,...,n — 1 flhre aus:

e LegeG) ;1 so fest, das(sG”HA)]H] = 0 qilt.
e BildeA=G,;.1A, A= AG; 1, undV = VG' it

S2 Berechne

A AGn 1n> AU = 14—"'_ e
und setze
V(k—l—l) — ‘7
Aufwand:
e ~4n Add./Sub.,~13n Mult./Div. und n Quadratwurzeln zum Berechnen der
Matrix A+,

o ~3n2 Add./Sub. und-3n2 Mult./Div. zum Berechnen vovi k1),
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Bemerkung: Beim expliziten() R-Schritt ist es gtinstig, sofort

T
AFD — k) — Q) (A(k) —MkI)Q(k)

zu setzen. Es gilt dann

A v 1A (gt ) I VR,

Die Verschiebungen sind dann geméf3= 0, o311 = o, + i fur £ =0,1,... ge-
sondert aufzusummieren.

Im obigen Expliziten) R-Schritt wirkt es noch etwas stérend, dass die/E3is-
Rotationen nicht simultan von links und von rechts anwendbar sind. Mit dem folgen-
den Satzes lasst sich der Algorithmus so modifizieren, dass dieser Mangel beseitigt
wird.

9.60. Satz:Fur die symmetrisché, n)-Matrix A gelte
A=QTQ" =QTQ"

mit Tridiagonalmatrizen

T =trid(a1,...,an,bo,....by), T =trid(a,...,an,b,...,by)

und orthogonalen Matrizen

Q=(491,---,9,), Q=1(q1,---.q,)
Ist die Matrix T'nichtzerfallend, alsé; £ O flr: = 2,...,n, und gilt
a1 = Qe1= Qe1 = qu,
So ist
Q=QD, T=DTD
mit
D =diagdy,...,d,), di=1, |di|=1 i=2,...n.

Beweis:Aus QT Q" = QfQT folgt TP = PT mit der orthogonalen Matrix

ST

P=(py,....p,) =Q Q.
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Es qilt
=T =T —
p1=Per=Q Qe1=Q q1=Q q1=e1
Damit folgt

TPe;=Te; = aje,+bres = PTey = a1py + bop.

Linksmultiplikation mite? lieferta; = a1 und damithroep = bop,, also|by| = |by| und
P> = doep mit dp = ba/bo (daT als nichtzerfallend vorausgesetzt wurde ilt~ 0).
Damit gilt |d2| = 1. In analoger Weise folgt

fPez = fpz = dzfez = dz(gzel + azen + 1)_363)
= PTey=bypy+azp;+bapz = boe1 +drazez + b3ps.

Wegendaby = b3/bz = b3/ba = b folgt
dp(az — aze) + bzez — baps = 0.

Multipliziert man diese Gleichung von links metg und beachtet dabei, dass aus
der Orthogonalitat vorP und p, = doe> egpg = 0 folgt, so ergibt sichuy; = ay
und p; = dze3 Mit d3 = dob3 /b3, daher|ds| = 1. Durch Induktion folgt dann weiter
p; = d;e; mitd; = d;_1b;/b; (alsold;| = 1) furi=4,... n. %

Bemerkung: Die Bedingungg, = q; ist durchg,, = q,, ersetzbar. Der Beweis ist
dann in umgekehrter Reihenfolge, mit Spaltbeginnend, durchzufihren.

Satz 9.60 sagt aus, dass in ein@R-Schritt die MatrixQ®) und damit die Matrizen
AF+ ynd v *+1) im wesentlichen festgelegt sind, fals*) nichtzerfallend ist und
die erste Spalte vo@*) festgelegt ist. Die Matrix@*) wird im Algorithmus durch
ein Produkt vom — 1 GIVENS-Transformationen dargestellt. Damit ergibt sich

QWe, = GLGL; - -GT

T
n—1n€1 = Gizer.

Die Matrix G12 legt im wesentlichen den gesamten Transformationsschritt fest. Be-
stimmen wir nun weitere Matrize@'»3, ..., G,,—1, und damit eine Matrix

é(k) = G1,Ga3- ~Gp_1p
S0, dass

- _ _
AR _ Cj(k) A(’“)é(k) =Gy_1p" G23G12A(k)G{2é53' . C?;f_l n

)
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tridiagonal ist, so stimmen die Matrizea" Y und é(k) Im Sinne von Satz 9.60
im wesentlichen mit den MatrizeA**Y und Q(®) tiberein. Betrachtet man nun die
Matrix Mo = G12A(’“>G{2, so erkennt man, dass sie sich von einer Tridiagonalma-
trix nur in den Nichtnullelementen an den Positiori&rB) und(3,1) unterscheidet.

(x> e )
X

X

M, = X X X

® X X
X X X
X

X X X
\ x x )
Die nachste (E/ENS-Transformationézg wird nun so festgelegt, dass durch sie

die storenden Nichtnullelemente eliminiert werden. Dabei werden neue Nichtnull-
elemente an den Positioné@,4) und (4,2) erzeugt, so dass die Matrikf3 =

éngzég:g = 623G12A(k)G{2(§§3 folgende Struktur besitzt:

[ )

X

® X X X
X X X
X X ®

X X X
\ x x )
Die in diesem Schritt entstandenen neuen Nichtnullelemente werden mit der nach-

sten GVENs-Transformation in analoger Weise eliminiert. Nach- 3 GIVENS-
Drehungen

G23,G34,....Gp_25-1

ist dann die MatrixV,,_» entstanden, die sich von einer Tridiagonalmatrix nur durch
die zusatzlichen Elemente an den Positiofler- 2,n) und (n,n — 2) unterschei-
det. Diese beiden Nichtnullelemente lassen sich durch eine letzeenG-Drehung

G, 1., beseitigen, so dass daid,, ; = A*+1) wieder tridiagonal ist. Bei dieser
Variante deg) R-Algorithmus muss die Verschiebung nicht mehr explizit ausge-
fahrt werden. Sie wird nur im ersten Schritt zur Festlegung der Mé&rixbendtigt.
Darum bezeichnet man dieses Vorgehen auch als Impligii@Schritt.

9.61. Impliziter Q) R-Schritt:
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SO (Initialisierung) Wahle Verschiebungsparameter.
Setzed = A®) undv = v,

S1 (Start-Transformation)
e LegeGi; so fest, daswlzyf—ﬁﬂ)]m = 0 gilt.
e Bilde A = G12AGL,undV = VGl

S2 (Rest-Transformation) Fij = 2,...,n — 1 fihre aus:
e LegeG ;11 so fest, das(sG‘”JrlA)]H‘7 1= 0qilt.
e Bilde A = G‘”HAG“+1 undV =VG7}

S3 Setzed*) — A uynd VY — v,
Aufwand:

e ~6n Add./Sub. +~11n Mult./Div. + n Quadratwurzeln zum Berechnen
von AF+1),

e ~3n2 Add./Sub. +~3n2 Mult./Div. zum Berechnen vovi k1),

7,J+1

Bemerkungen: (i) Der wesentliche Vorteil des Implizite R-Schritts liegt darin,
dassA®) — 1, T nicht explizit berechnet werden muss. Dadurch kann es nicht zu ei-

nem Informationsverlust im Fallg.; | > |a | kommen. Die Verschiebung, wird

nur bei der Festlegung der erstenvéns- DrehungGlz bendtigt.

(i) Nach jedem Schritt sollten alle Nichtdiagonalelemente auf Kleinheit Uberpruft
werden. Hinreichend kleine Elemente sollten Null gesetzt werden. Das flhrt nicht
nur zu einer deutlichen Reduktion des Aufwands, sondern auch zu einer Verbesse-
rung des Konvergenzverhaltens, da durch die Aufspaltung in Teilprobleme geringe-
rer Dimension fur diese Probleme besser angepasste Verschiebungsparameter wahl-
bar sind.

(iif) Ein mogliches Kriterium zum Nullsetzen von Subdiagonalelementen wére

] = epglal) | +1al™))

firie {2,...,n}, wobei
AD Ztrid(al®, oD o, )
gilt. Ein aufwendigeres, aber besseres Kriterium ist
b= epgs” + 1)1+l /8"), ez, n}
mit agk = |aiﬁl| + |aik | und

%.(k:) = |a§ﬁ)1—a(k)\, i€{2,....,n}
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sowie
37 =5+ b+ ) i€ {2, n-1)
und

B = 1p®) | bl

Dieser Test sollte nur ausgefiihrt werden, fﬁljé)\ = /eps| Al gilt.

Nach hinreichend vielen Schritten sind die Nullsetzungskriterien ftr alle Nichtdia-
gonalelemente erfiillt. Dann ist(*) diagonal, und die Diagonalelemente approxi-
mieren die Eigenwerte voA. Die Spalten vorv (%) sind die zugehorigen Eigen-
vektornaherungen zur Startmatk. Wurde die MatrixA durch orthogonale Tri-
diagonalisierung aus einer MatriA gemaRA = QAQ’ gewonnen, so sind die
Eigenvektornaherungen fik durchQV(k) gegeben. Es bietet sich daher an, in die-
sem Falle den Algorithmus mit(© = @ statt mitV (9 = I zu starten.

Insgesamt ergibt sich folgendes Grobschema zur Realisierung deslgorithmus

fur eine Tridiagonalmatrid. Die Indizes 1= p = ¢ = n geben dabei die Position des
gerade zu bearbeitenden untersten nichtzerfallenden Diagonalblock#&samn

9.62.Q) R-Algorithmus fur Tridiagonalmatrizen:
Gegeben seien die, n)-Tridiagonalmatrix

T =trid(ay,...,an,b2,...,by)

und die orthogonalén, n)-Matrix V.
SO (Initialisierung) Setze k=1, g=n.
S1 (Abbruchtest) Fallgy = 1. STOPP.

S2 (Nullsetzen kleiner Nichtdiagonalelemente und Festlegen des zu aktuellen Dia-
gonalblocks

TP = trid(ay, ...,aq,bp41,.--,bq)

der Dimensionm = q¢—p+1vonT)
Fur p=q, g-1, ...,2 fuhre aus:
e Ist|b,| hinreichend klein, so
— setzeh, = 0.
— Istp = ¢, so setze = ¢ — 1 und gehe zu Schrigl
— Istp < ¢, so gehe zu Schrig§3
e Setzep = 1.
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S3 (k-ter Q R-Schritt) Fihre) R-Schritt mitWILKINSON-Verschiebung flr
AR — e cgmxm k) ) ¢ grxm

auf dem Platz vofl” bzw.V durch. Dabei bezeichndt ("9 die aus den Spal-
tenp bisg vonV gebildete spaltenorthonormale Matrix.

S4 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Bemerkungen:(i) Praktische Erfahrungen zeigen, dass man im Mittel étwal. 7n

@ R-Schritte zur Diagonalisierung einer Tridiagonalmaftfibbendtigt. Das Berech-

nen der ersten Eigenwerte beansprucht dabei etwas mehr Schritte (etwa 4 bis 6),
die letzten Eigenwerte werden nach hdchstens ein bis zwei Schritten abgespalten.
Damit betragt der Gesamtaufwand zur Eigenwertberechnung einer Tridiagonalma-
trix ~10n2 Additionen und Multiplikationen uné-n? Quadratwurzeln. Meistens ist

der Aufwand sogar noch geringer. Will man auch alle Eigenvektoren berechnen, so
kostet die Aufdatierung vol ~3n2 Additionen und Multiplikationen, ist daher we-
sentlich aufwendiger.

(i) Fur eine vollbesetzte Matrix ist nattrlich noch der Aufwand fur die Tridiago-
nalisierung zu bericksichtigen. Hierbei kostet das Berechnen der Transformation
T = QT AQ ungefahr 2°3/3 Additionen und Multiplikationen. Die Bildung der
Matrix @, die man fir die Ermittlung der Eigenvektoren bendétigt, kostet weitere
~2n?/3 Additionen und Multiplikationen. Damit betragt der Gesamtaufwand fiir das
Berechnen der Eigenwerte einer vollbesetzten Matrix mit Hilfe(glBsAlgorithmus

mehr als 23/3 Additionen und Multiplikationen uneln? Quadratwurzeln. Das L6-

sen des vollstandigen Eigenwertproblems fir eine vollbesetzte symmetrische Matrix
bendtigt dagegen mindestens:#13 Additionen und Multiplikationen, ist also we-
sentlich teurer.

(i) Sind nur wenige Eigenvektoren zu berechnen, so erhalt man diese billiger mit-
tels Inverser Iteration. Diese ben6tigt pro Eigenvektor einer Tridiagonalmaifix
Additionen und Multiplikationen. Verwendet man f@ die Darstellung als Pro-
dukt von QVENS-Drehungen, so benotigt das Berechnnen eines Eigenvektors der
Ausgangsmatri¥A aus einem Eigenvektor der Tridiagonalmaffix-n? Additionen

und Multiplikationen. Beim Berechnen von Eigenvektoren zu dicht benachbarten Ei-
genwerten ist dabei eventuell eine Reorthogonalisierung notwendig.

(iv) Fur eine BandmatrixA wird der QQ R-Algorithmus direkt mitA ohne vorhe-

rige Tridiagonalisierung durchgeftihrt, da die Bandgestalt invariant untet)den
Transformationen ist.

(v) Man kann zeigen, dass die bei Abbruch n@clchritten vorliegende Matrix

M = T die exakten Eigenwerte einer gestdrten Matix- 5A enthalt. Es gilt

A+6A=VMVT
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mit der symmetrischefv, n)-StérungdA, die der Abschatzung
|0A||2 = epd|| A2

genugt. Dabei isV eine exakt orthogonale Matrix. Das Berechnen der Eigenwer-
te der Matrix A mit dem @ R-Algorithmus ist demnach ein numerisch gutartiger
Prozess. Die berechnete Matiwk der Eigenvektoren approximiert dabei die exakte
Matrix V' im Sinne von

HV—VHZE eps

hinreichend genau.

(vi) Es besteht auch die Mdglichkeit, den Algorithmus in inverser Reihenfolge durch-
zufihren. Dabei werden die Verschiebungen jeweils durch die links oben stehende
2 x 2-Matrix festgelegt. Statt dep R-Zerlegung der MatrixA*) — 1, I wird dann

eine Q L-FaktorisierungA® — 1, T = Q¥ L) mit einer unteren Dreiecksmatrix

L®) durchgefiihrt. Diese Variante wird au¢h.-Algorithmus genannt und heute in
Programmpaketen haufig angewendet.
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Kapitel 10

Lineare Ausgleichsprobleme

10.1. Problemstellung und klassische Ldsung

Viele Anwendungen in der Physik, Technik oder Okonomie fiihren auf folgende Pro-

blemstellung:
Zwischen zwei Grof3ep und z wird ein funktionaler Zusammenhang der Art

y:f<2;$1,...,£13n>

angenommen. Die Variablen, ..., x, sind unbekannte Parameter, die zu bestim-
men sind. Dazu fuhrt mam ,Messungen® durch. Man erhalt Wertepadrg, ;)
(:=1,...,m)undm Gleichungen

yi:f(zi;xla---axn)a izl)"'ama

um aus diesen die unbekannten Parameter zu ermitteln. Fir ein exaktes Bestimmen
der Parameter sind mindestemdVlessungen notig. Da aber die Messungen meist
fehlerbehaftet sind, wird man mehr aldMessungen durchflihren, um eine grol3ere
statistische Sicherheit zu bekommen. Damit ergibt sich ein tberbestimmtes Glei-
chungssystem, das im allgemeinen keine Losung besitzt. Man wird darum das Glei-
chungssystem ,so gut wie moglich” I16sen wollen. Das fuhrt auf einen neuen Lo-
sungsbegriff.

Esseieny = (y1,...,ym)! €R™, z=(21,...,20) €R™, & = (x1,...,2,)" €R"

und

[z, 20) f1(x)
Flzz) - f(zz,xl:, ) _ fg(a:)
f(zm;xla"wx?”L) fm(w)
Das Uberbestimmte Gleichungssystem lautet dann
y=F(z;x).

87
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Es liegt nahe, den Vektat so zu bestimmen, dass das Residuum

r(z) =y — F(zx)
maoglichst klein wird. Wir I6sen daher folgende Ersatzaufgabe

x* =arg min||r(x)|],
reR™

wobei || o || eine beliebige Vektornorm bezeichnen soll. Dieser neue Losungsbegriff
fur das Gleichungssystem hat den Vorteil, dass er den alten Losungsbegriff ein-
schlief3t. Im Falle exakter Losbarkeit stimmit mit der exakten Losung Uberein.

Je nach Wahl der Norm ergeben sich verschiedene Aufgabenstellungen.
Verwendet man die Maximumnorm, so ergibt sich

(@) lloe = MaX [y f (o151, 0 = MAX [y fi(e)

—dy.. geeey

und

—arg min max |y, —
x” g min ma ’n‘yk fr(x)].

Diese Aufgabe bezeichnet man Blskretes TSCHEBYSCHEFFProblem.
Wir werden jedoch die euklidische Vektornorm
n n
Ir@)3="S s~ (271, 20))* =
k=1 k=
verwenden. Hier gilt

[y, — fu(a)]?

1

* L 2
= arg min — .
x g min lgl [k — [r()]

Dieses Problem bezeichnet manAisgleichsproblem im engeren SinneEs wur-
de schon von Guss als Methode der kleinsten Quadrate untersucht.
Besitzen die Funktionefy.(x) = f(zx; 1, ..., x,) Stetige partielle Ableitungen nach
denz;, so lassen sich sofort notwendige Bedingungen fir die Existenz eines Mini-
mums angeben:
a n

o k;[yk; fu(@,... 2n)]" =2 z fk 155 Tn) [y — fr(x, .. 20)] =0
fur:=1,...,n. Diese Gleichungen hei3&tormalgleichungen Besonders einfach
wird die Situation, falls die Funktiorf linear von den Parameteny abhangt. Wir
stellen danry in der Form

f(zix) = 2101(2) +2202(2) + - + Tpon(2)
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und dief, fir k. =1,...,m in der Form

fe(x) = z101(21) + 2202(21) + -+ Tpen(2k)

dar. Mit den Bezeichnunget); = p;(z;) furi=1,..., nundk =1,... m gilt dann

F(z,x)=Ax
mit
a1l --- Qa1n
A= :
aml --- Amn

Wir erhalten dadineare Ausgleichsproblem

x* = arg min|ly — Ax||2
g min|ly — Az

mit den Normalgleichungen
Al (y—Azx) =0
beziehungsweise
ATAz = ATy,

Dieses Gleichungssystem ist stets losbar (Ubungsaufgabe 1).

Im Falle rg A) = n (A ist spaltenregulér) ist die Matrix A” A regular und dariiber
hinaus sogar positiv definit (Ubungsaufgabe 2). In diesem Falle ist das Normalglei-
chungssystem eindeutig I6sbar. Wir wenden zum Lésen dssLEsKY-Verfahren

an. Spatere Uberlegungen werden jedoch zeigen, dass dies nicht der giinstigste Weg
Ist.

Zunachst wollen wir jedoch den Zusammenhang zwischen dem eigentlichen Aus-
gleichsproblem und den Normalgleichungen naher beleuchten.

10.1. Satz:Das lineare Ausgleichsproblem

min ||y — Ax
min |y — Az

besitzt mindestens eine Losumt Ist x eine weitere Losung, so gilx* = Ax.
Das Residuumr = y — Az* geniigt der Gleichungd”r = o. Jede Lésung:* des
Ausgleichsproblems ist auch Losung der Normalgleichungen und umgekehrt.
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Beweis:Es sei
V=spafA)={Ax |z cR" } ER"

der Teilraum, der von den Spalten vdnaufgespannt wird. Weiterhin bezeichne
VL:{TER”” rTz:OVze\J}:{rE]Rm\ rTA:o}

den zuY gehérenden Orthogonalraum. Wedett = V& V* lasst sich der Vektor
y € R™ eindeutig in der Formy = s+ mit s € YV undr € V- zerlegen. Es gibt
mindestens eir* € R"” mit s = Az*. WegenA’r = o gilt

ATy=ATs= A" Ax*.

a* ist somit Lésung der Normalgleichungen. Umgekehrt entspricht jeder LGsung
der Normalgleichungen die Zerlegung

y=s+r,s=Ax €V, r=y—Axc V.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung muss abers und damitAxz* = Ax gel-
ten. Weiterhin ist jede Losung™ der Normalgleichungen Optimallésung des Aus-
gleichsproblems. Ist namlich beliebig undz = Az — Ax* € Yundr =y — Ax™,

so gilt wegenzTr =0

ly — Az|3=||r— 25 = |7ll53+]2lI5 2 I3 = ly — Az"|3

Damit ist die Existenz einer Optimallosung und die Eindeutigkeit des zugehdrigen
Residuums bewiesen. *

Im spaltenreguléaren Falle ist das Ausgleichsproblem mittels eirerLEsSKYZer-
legung der MatrixA” A I6sbar. Eine andere (mehr theoretische) Méglichkeit er-
gibt sich aus der Singularwertzerlegung der MatAx Es seid = UZV’ mit

2 =diago1,...,07), l =min{m,n}, die Singularwertzerlegung voA. Fir die Sin-
gularwerte gelte

v

01220, >0,41=--=0,=0

mit » = rg(A). Wegen der Invarianz der euklidischen Vektornorm gegenuber ortho-
gonalen Transformationen gilt

2 2 2
Iy Aalf= |y —UzvTal = U7 (y-U2VTe) [ = [UTy -2V,
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Mit n = Uy und¢ = VT x erhalten wir das dquivalente Ausgleichsproblem

min || — Z&||5.
min - >¢]2

Hier gilt aber
.

In-2€l8= Y (n-oic+ 3 ot

1= i=r+1

Der zweite Summand hangt nicht vgmab; er spielt daher bei der Minimierung keine
Rolle. Fir den ersten Summanden gilt

.
Z(m’ —0i&)*20
=
und
r 2 i
2(77@—01'&') =0 = &L=—, 1i=1...r
1=1 g;
Wir erhalten die Losung des Ausgleichsproblems in der Form
x*=VE*
mit
moon g
* T * *
€ :<O_—l7...70—r7§T+1,...,£n> .

Im spaltenregularen Falle & n) ist die Losung eindeutig bestimmt. Fiik n sind
dieg, 1,...,&, freiwahlbar. Setzt mag, , = --- =&, = 0, so erhalt man die norm-
kleinste L6sung. Fur das Residuum gilt

[0

0
Thr+1

)

Die normkleinste L6sung des Ausgleichsproblems lasst sich formal als

r=y— Az  =Un-UIVIVE =Un-3£")=U

x"=A"y
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schreiben. Die MatrixA ™ wird alsPseudoinversebezeichnet. Sie ist fur eine belie-
bige (m,n)-Matrix A mit der Singularwertzerlegund = U>V” durch

AT =vItu"
definiert. Dabei gilt fur

> = diag(oy,...,0,,0,...,0)

st =diag1/01,...,1/0,,0,...,0) € R™*™
mit » =rg(A). Somit fur

o1
0,
2= o, e R™*"
O O
ergibt sich
1
[ = \
st = o e R™™,

\ 0 |0

Fiurm=n=rgilt AT = A=, so dass die Pseudoinverse als Verallgemeinerung der
gewohnlichen Inversen einer Matrix anzusehen ist. Eine etwas andere Charakterisie-
rung der Pseudoinversen ist im folgenden Satz angegeben.

10.2. Satz:
1. Zu jeder(m,n)-Matrix A gibt es genau einéz,m)-Matrix A1, so dass
x"=A"y
die normkleinste L6sung (Normalldsung) des linearen Ausgleichsproblems

min ||y - A:BHZ
zeR"

ist. Ist die Singularwertzerlegung votrdurch A = UV mit
> =diag(oy,...,0.,0,...,0)
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und
012092 ---20,>0
gegeben, so gilt
At =vItu’
mit
st =diag1/01,...,1/0,,0,...,0).
2. A" ist durch diePENROSEBedingungen
(@) AATA=A,
(b) ATAAT = AT,
(c) (AAT)T =AAT,
d) (ATA)T=ATA
eindeutig festgelegt.
Beweis:
1. Wurde bereits gezeigt.
2. Die Gultigkeit der BNROSEBedingungen fur
A=UsvT AfT=vztUu?

zeigt man durch einfaches Nachrechnen. Es bleibt noch zu beweisen, dass die
Pseudoinverse durch dieERRoSEBedingungen eindeutig festgelegt ist. Dazu
nehmen wir an, dass die Matri2 ebenfalls die ENROSEBedingungen erflllt.

ATAAT (nach Bedingung ¢
AT (nach Bedingung b).

Dann gilt

B = BAB (nach Bedingung b)
= BAA'TAB (nach Bedingung a)

— ATBTATAB (nach Bedingung d)

= ATBTATAY"'B=(ABA)TA™ B  (nachBedingung d)

— ATat'B (nach Bedingung «)

= A'AB (nach Bedingung d)

— ATBTAT (nach Bedingung c)

— ATAATBTAT (nach Bedingung b)

= ATATTATBTAT = ATA™"(ABA)T (nach Bedingung c)

— ATATTAT (nach Bedingung «)

)

)
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%*

Fur einige spezielle Matrizen lasst sich die Pseudoinverse sofort angeben. Es gilt:
e O =0,
o (A1) = (AT,
e MNA)t=2AT A#£0,

AT =(ATA)TAT rg(A)=nZm,

At =AT(AATY1 rg(A)=m=n,

At =A"1 rg(A)=m=n,

(AB)" = BTA*, AcR™" BecR™, r1g(A)=rgB)=r,

e (UAV)* =VTATUT fir orthogonale Matrizen U, V,

. <£>+=<A+,0>,

o (abh)t = fur beliebige Vektorem € R™ undb € R" mit a,b # o.

(a” )(bTb)

10.2. Storungstheorie

Wir wollen wieder untersuchen, welchen Einfluss Stérungen in der M4trxd im
Vektory auf die Losung haben. Dazu betrachten wir neben dem Ausgleichsproblem

min — Ax
min [y — A,

mit der Normallésunge = A ™y ein gestortes Problem

min [[(y +0y) — (A +8A)z||2

mit der Normallosunge + = = (A + A) " (y + dy). Durch die StérungetA und
dy wird der Fehler
dx = (A+6A)" (y+dy)—ATy=[(A+6A)" —AT|y+(A+64)" dy

erzeugt. Zunachst untersuchen wir, wie sich die Pseudoinverse einer Matrix gegen-
Uber Stérungen verhalt. Dazu zwei Beispiele.
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10.3. Beispiel:Es seiA # O durch die Singularwertzerlegung = UV mit
> =diagoy,...,0,,0,...,0), 012---20,>0

gegeben. Es gilt (gd) = . Wir betrachten die spezielle Stérudg = U=V’ mit

fe fur i=j=r
(62)2'3'_{ 0 sonst '

Dann folgtA + A = U (Z+6%) VT mit
>+42 =diagoy,...,00_1,0,+¢,0,...,0).

Weiterhin gilt| A" ||> = |ZT||2 = 1/0, und||6A||2 = ||dSigmal|» = |¢]. Falls auRer-
dem

£
o= A% 0A ] = <1

r

gilt, folgt
or+eZo,—le|=0,(1—k)>0.
Damit gilt
rg(A+90A) =rg(£+62)=rg(2) =rg(A) =r.
Fur die Pseudoinverse der gestorten Matrix gilt dann
(A+8A)" =V (Z+83)TUT
mit
(Z+62)" =diag1/oy,...,1/0,_1,1/(0,+¢),0,...,0).
Fur die Norm der Pseudoinversen der gestdrten Matrix erhalt man

l(A+84)7]l, = [|(z+o2)7],

{ 1 1 }
= max :
Op—1 Op+E¢€

oo
max{ —,
oy Op+E¢€

1 1
or—lel  or(l—k)

[IA

1A
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Damit gilt

< 1471,
[(A+6A4)7|, = T

Wir wollen noch abschétzen, wie stark sich die Pseudoinverse der gestérten Matrix
A + 0A von der Pseudoinversen der Mateixunterscheidet. Es gilt

(A+6A)T - AT =V(E+D)TUT - VvITUT =V [(Z+63)" -2 | UT
mit
1 1

(<z+5z>+_z+>1] :{ o+e o far t=J=r

0 sonst
Damit folgt
1 1

CRP
orloy+e|  02(1—k)

[(Z+6%)" —z+H2 —

or+¢e Oy

und

+
[(A+8A)T —A"|,=||(Z+62)" —2F, = Hl H2|\5AH2

Diese Abschéatzungen entsprechen genau den Abschatzungen, die wir bei der Be-
handlung der Stérungen einer regularen Matrix fur die Inverse erhalten hattén.

10.4. BeispielEs seiA # O durch die Singularwertzerlegung = UV mit
> =diag(oy,...,0+,0,...,0), 012 ---Z0,>0

gegeben. Es gelte (d) = » < min{m,n}. Wir betrachten die spezielle Stérung
SA =U>VT mit

e far Z—j—T—|—1
(dz)ij:{ 0 sonst

Dann folgtA +8A = U (X +6Z) V! mit = + 6% = diag(oy, ..., 0,¢,0,...,0) und
<z+az>+:diag(i,...,i,l,o,...,o).
01 Or &
Weiterhin gilt rg A +0A) =rg(2+6%) =r+1>r=rg(Z) =rg(A) und

1 1 1 1
A+8A)*|, = ||(Z+6%)* —maX{ _}z_:—,
I( )l =11E+82)7, TS TTE T TeATR
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sowie
1 1
] [[0A]2

Diese rangerhdhende Stdrung hat einen katastrophalen Einfluss auf die Pseudoin-
verse. Je kleiner die Stérung ist, desto mehr weicht die Pseudoinverse der gestorten
Matrix von der Pseudoinversen der exakten Matrix ab. Die Pseudoinverse einer Ma-
trix ist beziglich dieser rangerh6henden Stérung unstetig und unbeschrankt. Es liegt
ein extrem schlechtes Unstetigkeitsverhalten vor. @

[(A+6A)T —AT|,=|[(Z+62)" —Z7||,=

Im allgemeinen Falle gibt es genau die zwei Klassen von Stdérungen, die in den bei-
den Beispielen zum Ausdruck kamen. Zum Beweis der entsprechende Stérungssatze
bendtigen wir den folgenden Hilfssatz.

10.5. Satz:Es seienA und dA (m,n)-Matrizen. Die GréRernr; und do; seien die
gemal

v

012022--- o]
bzw.
do1Z 0022 -+ Z 0y

geordneten Singularwerte der Matrizenbzw.A + dA, wobeil = min{m,n}. Dann
gelten die Abschatzungen

00 = [|0A]|2
fir:=1,....L
Beweis:Wir definieren die Matrizen
O A O |6A
B = c R(m—l—n)><(m+n)7 6B = c R(m%—n)x(m—&—n).
Ao sAT | O

Aus der Singularwertzerlegung = UZV7 folgt

o |uzv! . U|lO O|x
B= =SCcs’, S= . C=|"2 .
vilut| o o|Vv I o

Wegen der Orthogonalitat der Matri& sind die MatrizenB und C &hnlich, sie
besitzen daher die gleichen Eigenwerte. Die Eigenwertgleicliime: )z lasst sich
mit

z:<z) als (zszw>:/\(z> (10.1)
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schreiben. Fiim = n hatX die Form

:-(2). -

Dann folgt aus Gleichung 10.1 mjt= (37, §")”

01

On

Dx = )y,
o = Ay,
Dy = \x.

Hieraus ergeben sich die Eigenwerte

)\Z':O'Z', izl,...,n,
ANi=—0;_pn, t=n+1...,2n,
Ai=0 i=2n+1... m+n.

Firm = n ergibt sich entsprechend

Ai=—0i_m, t=m+1....2m,\ =0, 1=2m+1,....m+n.

Die MatrizenC und B besitzen somit in jedem Falle die Eigenwette;, i =
1,...,1. Genauso zeigt man, dass die Matdx+ dA die Eigenwertet(o; + do;),
i=1,...,1, besitzt. Mit Satz 9.23 folgt dando;| = ||6A|2 furi=1,...,1. *

Nun untersuchen wir, wie sich rangerh6hende Stérungen auswirken. Es gilt der fol-
gende Satz.

10.6. Satz:Es seiA eine(m,n)-Matrix mitrg(A) =r <l =min{m,n}, unddA sei
eine(m,n)-Stérung mirg(A + 6A) > rg(A). Dann gilt

1
A+6A)T, 2 :
(A+0a)"l; =

Beweis: Fur die geordneten Singularweig bzw. 7;, = 1,...,[, der MatrizenA
bzw. A = A + JA gilt nach Satz 10]5

i =51 < |8All2, i=1,....L
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Speziell gilt
|0r+1— Gria| = 611 = [|0A] 2.

Damit folgt

1 1
A+6AT||, = ——-2 .
oA +oay7], = 2 ok

Bemerkung: Wegen

1

[(A+84)"— AT, 2 [[(A+84) |~ A7, 2

— a7,

kann die Pseudoinverse der gestdrten Matrix beliebig stark von der Pseudoinversen
der exakten Matrix abweichen.
Fir Stérungen, die den Rang der Matrix nicht erhéhen gilt:

10.7. Satz:Fir die (m,n)-Matrix A und die(m,n)-StérungdA sei
rg(A+0A) Srg(A), =[|AT||2]6Al|2 < L.
Dann gilt
1.

rg(A+90A) =rg(A),

2.
+
T (P
(A +aayt], < Nz
3.
(A+6A)"T — AT = —ATSAAT + AT AT AT (T - AAT)+
+(I—-ATA)AT AT AT +O(||5A)3).
4,

At
H<A+6A>+—A+Hzéu—”1 l2 54,

— K
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mit
V5 g rg(A) < min{m,n}

2
H=3 V2 frorg(A)=min{m,n} <maxim.n}
1 fr rg(A)=m=n

Beweis:Es seir =rg(A). Mit 0;,i=1,...,r, bezeichnen wir wieder die geordneten
Singularwerte von der matrixd und mitg; = o; +doy, i = 1,...,1 die geordneten
Singularwerte der matrid = A + dA. Dann gilt

0; = 0; +00; iai— ‘60'i|7

und wegendo;| < ||6A|» folgt

1 1-«
5; 2 0;— ||0A|2 2 0, — ||0A]l2 = —— — ||0A|]2 = >0
147 147
furi=1,...,r. Folglich gilt rg(A + 8A) = r und mit der Bedingung A +8A) = r
folgt rg(A+d0A) =r. Damitistg,;1=---=06;=0und
1_JlAa7]
A+8A)T|, === 2,
[(A+84)* ], = 5=
Damit sind die ersten beiden Aussagen bewiesen.

Es seinun
A=A+6A, G=A"- A"
sowie
P=AA", S=A"A P=AA" S§=ATA
Damit folgt
G = [S+(I-S)|(A"—AD[P+(I-P)]
= SA'P+SAT(I-P)-SA*P-SAT(I-P)+

+(I-8)A"P+(I-8)A"(I-P)
—(I-S)ATP—(I-S)AT(I-P).
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und damit
(I-S)A =0, AtI-P)=0.

Somit ergibt sich

~

G = (A'P-SAY) + AT(I-P) + (I-8)(-A"
NG ~~ J/ H_/ N ~~ J/
= G, + Go + Gs.

Fir die einzelnen Summanden erhalten wir weiter:

G, = ATP-SAT,

— ATAAT AT AAT,
AT(A-A)AT,
—AT5AAT.

G, = A'(I-P),
= ATAAT(I-P),

_ ATATATa-p).

Berlicksichtigt man, dass

ATI-P)=AT - ATAA" = AT —ATAT AT AT _AT =0

gilt, so folgt
G, = ATAY (AT - AT)1-P),
— ATATsAT(1-P)
Fur G3 folgt mit
I-§A = AT ATAAT = AT _ATATAT-A"-i"-0
G3 - _(I_‘SN’)A+7
= —(I-S)ATAA™
—(I-8)ATAt" AT,
—(I-8)(AT - A" atT AT,
= —(I-8)sATAt" At
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Mit Hilfe der Abschatzung

AT2

A <H
|A 2=

erhalten wir weiter

AT|2

11472
|Gall2= | A" |2l AT 2] 642 = T 1A7I2104]2 = a

und
IG3ll2= || - S|2l|AT[|3]|6A]2 = || AY|3]|6A]|2 = a

(Man beachte, dass wegeh— S)2 =TI — § gilt: |[T— S|, =1.)
Bei der Abschéatzung vo6r, wirde der FaktoﬁAﬂ\% auftauchen. Um dies zu ver-
meiden, formen wiGG, weiter um. Es gilt

|AT(I - P)|2,
= |ATB(I-P)|2,
= | AT|lPI - P)|2

|G2||2

In Ubungsaufgabk] 4 ist zu zeigen, d443(T — P)||, = || P(I — P)]|, gilt. Damit
folgt

G2l = A |2 P(I - P)|l2,
= ATl AAT(I - P)||2,
|A" |2l AT AT(I - P)||2,
= [|AT|2)AT (AT - AT (I - P)|.
= ||A"|2|AT 64T (I - P)|2.

114" 2

= T IATIlI0A 2] T - Pl
||A+H2

= T I1AT2(164]2 = a.

Dabei wurde wieder ausgenutzt, da&§(I — P) = O und || I — P||; = 1 gilt. Ins-
gesamt erhalten wir die Abschatzung

|G|l2 = 3a.
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Die verbesserten Werte sind in Ubungsaufdﬂbe 5 zu zeigen. Aus

HA 2

(A +84)" — AT||, =37 — = AT||2]|3A] >

folgt
(A+8A)T = AT +O(||6A]]2).
Setzt man dies in die Darstellung
G=(A+6A)" - AT =G1+ G2+ G3
ein, so erhalt man die linearisierte Formel

(A+8A)T —AT = —ATSAAT+ATAT §AT(T- AAT)+
(I-ATA)BATAT AT +0(||5A)3).

*

Bemerkungen: (i) Die Bedingung r§A +38A) = rg(A) istinsbesondere erfllt, falls

die Matrix A den maximalen Rang= [ = min{m,n} hat. In diesem Falle erhoht
keine Stérung den Rang der Matrix. Die Bestimmung der Pseudoinversen ist dann
eine lokal lipschitzstetige Aufgabe, daher ein korrekt gestelltes Problem. Das folgt
auch schon aus der expliziten Darstellung vbn fiir diese Falle:

At = (ATA)TAT, r=n,
AT = AT(AAD)Y r=m.
(i) Bei rangdefizienten Problemen, also( &) < [ = min{m,n}, hat man immer
mit Stérungen zu rechnen, die den Rang der Matrix erhéhen. In diesem Falle ist die
Norm der Pseudoinversen unbeschrankt (iAd+ dA)™ weicht beliebig stark von
A" ab. Das Bestimmen der Pseudoinversen fur rangdefiziente Probleme ist daher

ein inkorrekt gestelltes Problem. Wir wollen nun noch das Stérungsverhalten des
gesamten linearen Ausgleichsproblems betrachten.

10.8. Satz:Gegeben seien die linearen Ausgleichsprobleme

min ||y — A
min |y - A,

und

min [ly+dy — (A+dA)(z+dz)|2
z+oxcR"
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mit den Normalldsungen
r=A"y, zx+dx=(A+35A)"(y+dy).
Die StoérungdA geniige den Bedingungen
rg(A+6A) S1g(A), k= A2 6A[l2 <1
Dann gilt
1. Der Fehlerdx besitzt die Darstellung
oz = 0z’ + O ([|0A]|2(]|0A] 2+ 10y |12))
mit dem bezuglickhA undéy linearen Teil
ox' = AT(~6Az +6y)+ AT AT 5ATr + (I - ATA)SATA 2.
Dabei bezeichnet =y — Az = (I — AA™")x wie lblich das Residuum van
2. Der Fehleréx genlgt der Abschétzung

< 1A%

— K

0| 16A]l2 (wllzllz+ [ AT (2l ]l2) + llyll2]

und flrx # o
|0x|2 . 1 K |72 )H5A||2
< weond A) + —"""2 __cond(A
E I AR ) T,

+||A+H2||y\|2||5y|\2]
Izl [yl

mitcond A) = || A||2||AT]|2 und

w_{ﬁ frorg(A)<n
1 fr rg(A)=n

A\

n

Beweis:Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von 10.7 gilt

dx = (A+8A) (y+dy)— ATy,
[(A+6A4)" — AT y+ (A+6A) by,
— Gy+ Ay,

= G1y+G2y+G3y+A+5y.
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Nun gilt
IGiylz = [[AT6AA Y],
= |AT6Ax|,,
'Ra
= || A7 |2l|0A]2] ]2,
< 1_KH [2]]]]2.
und

5 T
IGaylz = (I-S)5AT A" ATy,

= [6A[2]| AT 2]z ]2
Weiter qilt
|Gy + Gyl = |G1y|3+ 2y G1 Gy + || Gay)5.
Wegen
GTGs= A*T6AT A7 (1-§)6AaTA* A+ — O
—————
=0
folgt
|Gy +Gayl3 = [|Gwyl3+||Gayl3,
2
|A*]|2]|6A]|2]|2]|2 2
s (2o + (14264l 2]2)?
K
2
< o (I1AT]2l8A] 2] ll2
B 11—k ’
A—I—
G+ Gyl = VZ 2 oA,
Weiter qilt
IGoylz = AT (I—P)yll.
|AT(I - AA Yyl
|A 7|2,
= |AT(I-AAY)r|,,
= ||Gar]2,
= 1G22 2.
|A

1A

—i—HZ
2
—<6A T
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und

|A oyl = [|AT||2]|0y]2,
| AT |2
1—k

1A

10y][2.

Insgesamt erhalten wir

i
[0zll2 = [|Giy +Gayll2+||Gayll2+ || A dyl2,

A%, |4t
V22|54 ol 2+

[IA

A%z
L

15
Z[0A]z] |2+

Damit ist die Abschétzung fur den absoluten Fehler bewiesen. Ednrg n gilt
- o7 o\ -1
AT=(4'4) A

und damit

~

I_szf_(A%Q‘bﬁgzcx

Dann istG3 = O und der Faktor/2 in der Abschétzung ist durch 1 zu ersetzen. Die
Abschatzung des relativen Fehlers folgt sofort aus der Abschatzung fur den absoluten
Fehler nach Division durcj||,. Die linearisierte Darstellung vay ergibt sich aus

bz = Gry+Gaoy+Gay+ Ay,
= —AT5AATY+Gor+(I—8)6ATAT ATy + ATy,
— _AT6An+ AT AT 6ATr + (1 8)6AT A 2+ 6y,
Mit A" = A+ +O(]|6A|,) folgt

dx = AT(~0Az+6y)+ ATAT §ATr + (I- ATA)SATAT 2
+O([[6A[]2([|0A ]2+ [|6y||2))-

*

Bemerkungen: (i) Fir konsistente Probleme & o) erhalt man die Abschatzung

|6al2 . 1 164l I1A*l2llyll2 18yl
wecond A + i
DAL T el Tl

lzllz ~ 11—+
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Bis auf den Faktow entspricht das genau der Fehlerabschéatzung bei linearen Glei-
chungssystemen.
(if) Fur inkonsistente Probleme & o) tritt zusatzlich der Term

72

AL A

auf. Fur hinreichend kleind&-||2 spielt er keine Rolle. Das Fehlerverhalten ist pro-
portional zu con@A) wie bei konsistenten Problemen. Fir stark inkonsistente Pro-
bleme wird dieser Term aber bestimmend. Das Fehlerverhalten ist dann proportional
zu cond(A) und somit bedeutend schlechter.

(iif) Der Fehlereinfluss von Stérungen der Matrix hangt bei Ausgleichsproblemen
uber das Residuum auch von der rechten Sgedé.

10.3. Normalgleichungsverfahren

Wie wir im Abschnitt{10.1. gesehen haben, ist das Losen des linearen Ausgleichs-
problems

min — Ax
min [y — Az,

dem Ldsen des Normalgleichungssystems
ATAz = ATy

aquivalent. Im spaltenreguléren Falle((#) = n) ist AT A reguldr und positiv de-

finit. Das Normalgleichungssystem ist dann eindeutig I6sbar. Rk yg: n ist die

Matrix A" A singuldr. Das Normalgleichungssystem ist dann aber immer noch kon-
sistent, hat aber unendlich viele Losungen. Wir werden uns darum auf den spaltenre-
gularen Fall beschranken. Hier bietet sich zum Losen dasLEsKY-Verfahren an.

10.9. L6sen des Normalgleichungssystems
mit Hilfe einer CHOLESKY-Zerlegung:
Es ist das lineare Ausgleichsproblem

min —Ax
min |y - Al

mit der spaltenreguléren Matrign,n)-A zu l6sen.
S0 Berechne dign,n)-Matrix M = AT A,
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S1 Bestimme ein€HOLESKY-ZerlegungM = LL" mit einer unteren Dreiecks-
matrix L.

S2 Berechnez = ATy.

S3 Lése die Dreieckssystentay = z und Lz = w.
Aufwand:
S0 ~mn?/2 Additionen/Multiplikationen,
S1 ~n3/6 Additionen/Multiplikationen+: Quadratwurzeln,
S2 ~mn Additionen/Multiplikationen,
S3 ~n? Additionen/Multiplikationen

Bemerkungen:

() In praktischen Fallen ist meist grofRer als n. Dann liegt der Hauptaufwand im
Berechnen der Matrid/1 .

(i) Die Matrix M sollte als unteres Dreieck gesondert gespeichert werden, damit
die Matrix A fur eine Nachiteration weiter zur Verfligung steht.

Fur das Rundungsfehlerverhalten dieses Verfahrens geben wir den folgenden Satz
ohne Beweis an.

10.10. Satz:Fur eine spaltenreguléar¢m,n)-Matrix A ist der Algorithmus durch-
fuhrbar, falls A im Sinne von

# = epsVicondi(A) = %

mit

N1 = mn+ F1=mn,
B o= n¥P4n+nY?F ~2n%2

1
F = n—|—1—|—§|nn%n

nicht zu schlecht konditioniert ist. Die berechneten GroBénL, Z und£ gentigen
den Beziehungen

M = ATA+60M,  ||6oM||2 = epsnn||Al3,
2 = (A+60A) Ty,  |d0A[2=epsnynl A2,
LE" = M+6,M,  ||6.M]| = epsiF|| M|,

(M+dM)x = x, 162M ||2 = epsFy|| M ||2.
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Bemerkung: Die Bedingungs™= 0.5 schrankt die Klasse der mit diesem Algorith-
mus lésbaren Probleme wesentlich ein. Die Klasse der Probleme, fur die das lineare
Ausgleichsproblem korrekt gestellt ist, ist nach $atz]10.8 durch

k=l AT|2]04]2 <1

charakterisiert. Nimmt man fi¥A nur den Darstellungsfehler auf dem Rechner an,
so gilt||6A||2 = eps/n|| Al und daher

k =eps/ncond A) < 1.
Damit ist fur alle Matrizen mit
1
eps/n
das lineare Ausgleichsproblem korrekt gestellt. Aber nur fir Matrizen mit

1
2epsnn

cond A) <

cond A) <

ist das Normalgleichungsverfahren anwendbar.
Mit Hilfe von Satz[10.1D lasst sich auch der erzeugte Rundungsfehler abschéatzen.

10.11. Satz:Unter den Voraussetzungen von Satz 110.10 gilt fir den erzeugten Run-
dungsfehledz =& —x, z = ATy = (AT A)~1A'y, die Abschatzung

®(A
Hész_eps‘M Ni|jz|[2+m \/—HyHZI .
1- |l

Eine weitere Analyse zeigt, dass der erzeugte Rundungsfehler den unvermeidbaren
Fehler beliebig stark Gibersteigen kann. Dieser Fall liegt besonders vor, falls die Norm
des Residuums klein ist ufdd"y||, in der GroRenordnung vahA ™ ||2||y||2 liegt.
Andererseits ist das Normalgleichungsverfahren fir stark inkonsistente Probleme
(|lr]|2 > 1) mit kleinen Losungen||ic||> < 1)stabil und gutartig. Das sind gerade

die Ausgleichsprobleme, bei denen die Fehlerverstarkung durclcahtestimmt

wird.,

Die numerische Instabilitat des Normalgleichungsverfahrens lasst sich in ihrer Wir-
kung durch eine Nachiteration mildern.

10.12. Normalgleichungsverfahren mit Nachiteration:
Es ist das lineare Ausgleichsproblem

min — Ax
min |y - Al

mit der spaltenregulare(vn,n)-Matrix A zu losen.
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S0 Berechne dign,n)-Matrix M = AT A.
Bestimme ein€HOLESKY-ZerlegungM = LL” mit einer unteren Dreiecks-
matrix L.
Setzer(9 = o undk = 0.

S1 Berechner®) =y — Az undg®) = ATy ),
S2 Lose die Dreieckssysteme

Lw = g(k), LThF) = .

S3 Setzer "tV = () 1 B¥) [k = k + 1 und gehe zu Schrig1

Im ersten Schritt ergibt sich mit(Y) = L(© wieder die Losung des tblichen Nor-
malgleichungsverfahrens.

Nach hinreichend vielen Iterationen liefert dieses Verfahren eine Lostiifgdie
als exakte Losung eines benachbarten Ausgleichsproblems

min |y — (A+dA4)z||2
xecR"

interpretierbar ist, falls die spaltenregulare Matdxder Bedingung
i = epsVicond’(A) < 0.23

mit N1 = (m+ 1)(n+ 1) 4+ 2n? geniigt. Unter diesen Voraussetzungen liegt numeri-
sche Gutartigkeit vor.

Man beachte:

Hier spielt die Nachiteration eine ganz andere Rolle als bei linearen Gleichungssy-
stemen. Bei linearen Gleichungssystemen diente sie zur Genauigkeitsverbesserung
der Losung eines ohnehin gutartigen Verfahrens. Hier wird dagegen erst durch die
Nachiteration die Gutartigkeit des Verfahrens erreicht.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens héangt entscheidend abnDie

Klasse der I6sbaren Probleme ist durch die Bedingun@.23 wegens ~ cond’(A)

immer noch wesentlich eingeschréank!

10.4. Orthogonalisierungsverfahren

Das in Abschnitt 8.2.5 beschrieben®HbisEHOLDER Verfahren zum Lésen linearer
Gleichungssysteme lasst sich unmittelbar auf das Losen linearer Ausgleichsproble-
me Ubertragen. Wegen der Invarianz der euklidischen Vektornorm gegentiber ortho-
gonalen Transformationen sind namlich die Probleme

min [ly — Az (10.2)
xR
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und

min ||k — Sz||2, (10.3)
xeR"

wobeih = Q7y und S = Q7 A mit einer orthogonaletvn, m)-Matrix Q gilt, &qui-
valent. Es kommt nun darauf an, die orthogonale Mafiso zu wahlen, dass das
Problenj 10.8 moglichst einfach wird. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn die Matrix

S die StrukturS = ( g ) mit einer oberer{n,n)-DreiecksmatrixR besitzt. Mit

der Partitionierungh = < Z; ) ,h1 € R"undhy € R™™", gilt dann
ly— Az|5 = |h— Sz|]3

B h1\ (R
A o)*

B <h1—Rw> ?
ho 5

= | h1— Re||3+ || hal|2.

2

2

Der zweite Summand in der letzten Gleichung ist konstant. Er spielt daher bei der
Minimierung keine Rolle. Fir den ersten Summanden gilt

|h1— Rx||520, |h1—Rxz||5=0<= Rx=h,.

Die Losung des linearen Ausgleichsprobléms[10.2 ergibt sich somit nach der Trans-
formation auf das Problem 10.3 aus dem linearen GleichungssyBtem h;. Der
Algorithmus zur) R-Zerlegung aus Abschnitt 8.2.5 lasst sich direkt auf das Problem
Ubertragen.

10.13. L6sen eines linearen Ausgleichsproblems
mit HOUSEHOLDER Transformationen:
Es ist das lineare Ausgleichsproblem

min — Ax
min |y — Al

mit der spaltenregulare(vn,n)-Matrix A zu losen.
{Initialisierung}
Wahle eine Genauigkeitsschranke 0.
{Q R-Zerlegung}
for k=1ton do
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{Berechnen der Transformationsmatd *)}

Ok = \/a%k+a%+l,k+'”+a72nk
if o, = ¢ then

STOPP
endif
if ari. > 0then

Ok = — 0Ok
endif
ak = Ak — Ok
Tk = — 0k Qkk
{Transformation der Restmatrix}
for j=k+1ton do

6=0

for i = ktom do

B=0+ai-aij
endfor

B= B/

for:=ktom do
aij = aij — [~ aig

endfor
{Transformation des Vektong}
6=0
fori=ktomdo
B=0+ap yij
endfor
B= 8/
fori=ktom do
Yi =y — B ajy,
endfor
endfor
endfor
On = Unn

{Lésen vonRx = c}
for k=ntolstep—1do
fori=k+1tondo
Yk = Yk — Yi " Qi
endfor

Yk = Y/ Ok
endfor
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Aufwand:
Transf.: ~(m —n/3)n? Additionen/Multiplikationen; Quadratwurzeln,
Losen: ~n?/2 Additionen/Multiplikationen.

Fur m > n ist der Aufwand damit etwa doppelt so grol3 wie der des Normalglei-
chungsverfahrens. Daflr zeigt aber eine Rundungsfehleranalyse, dass der Algorith-
mus gutartig ist und flr eine grol3e Klasse von Matrizen anwendbar ist. Wir geben
den entsprechenden Satz ohne Beweis an.

10.14. SatzFur eine spaltenregularén, n)-Matrix A ist der Algorithmus mit;, #
Oflr k=1,...,n durchfihrbar, fallsA der Bedingung

k=epg'condA) <1
mit
F=Kmn%? K=3141+43/m)~4

genugt. Fur einen beliebigen Vektgre R liefert der Algorithmus eine Losung
x € R", die als exakte Lésung eines benachbarten Problems

min [|(y + 0y) — (A +6A)x||
xeR"
interpretierbar ist. Die Stérungen gentigen den Abschatzungen

I8A[l2 = epsi||Al, Fi=F+n¥?~F,

=

l6ylz = eps—|lyl
Yll2 p\/ﬁyz.

Fur das berechnete Residuum= r + dr gilt
r+ér=y+dy—(A+J0A)x
mit

F
|67]]2= eps—=|Ir][2

=

Bemerkungen (i) Das HOUSEHOLDERVerfahren zum Ldsen von linearen Aus-
gleichsproblemen ist ein gutartiger Prozess. Die Bedinguageps'cond A) < 1

fur die Anwendbarkeit des Verfahrens ist wesentlich schwacher als die Bedingung
% = epsVicondf(A) = 0.5 fiir die Anwendbarkeit des Normalgleichungsverfahrens.
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Das HouseHoOLDERVerfahren ist trotz des etwa doppelt so gro3en Aufwands dem
Normalgleichungsverfahren vorzuziehen.

(if) Der Algorithmus zur@ R-Zerlegung der rechteckigem:, n)-Matrix A stimmt

fast mit dem entsprechenden Algorithmus ZuR-Zerlegung einer quadratischen
Matrix A Uberein. Es ist ein zuséatzlicherter Schritt auszuflihren. Insbesondere
darf die gleiche Speicherungsform gewahlt werden.

(ii) In speziellen Anwendungen ist statt der Losusmgder Residuumsvektar =

y — Ax gesucht; dieser lasst sich ohne Kenntnis ¥dperechnen. Es gilt

r = y— Ax,

Auch bei Orthogonalisierungsverfahren ist eine Nachiteration moéglich. Hier dient sie
aber wieder nur einer Genauigkeitsverbesserung. Fir spaltenregdl&es:™ die
eindeutige Losung des linearen Ausgleichsproblerhsei das zugehdrige minimale

*
Residuum. Dann gilt* + Az* = y und AT r* = 0. Damit ist der Vektor( ;* >
Ldsung des linearen Gleichungssystems

2 8)()-2)
A+5A=Q<§)

die ndherungsweis@ R-Zerlegung vonA. Wendet man auf das obige Gleichungs-
system ein Ubliches Iterationsverfahren mit

R
s 1 (o)
(RT,0)" O

an, so erhalt man:

10.15. Nachiteration fur QR-Zerlegung bei linearen Ausgleichsproblemen:
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Es ist das lineare Ausgleichsproblem

min — Ax
min |y - A,

mit der spaltenreguléaretwn,n)-Matrix A zu losen.
SO Berechne dig) R-ZerlegungA = Q ( g ) mit einer orthogonalerim,m)-

Matrix @Q und einer oberefin,n)-DreiecksmatrixR.
Setzer(0 = o, (0 = yundk =0.

S1 Berechnee =y —r*) — Az und f = —ATr(*),
Berechne

QTe:<5>, weR" veR™",

S2 Lése das DreieckssysteRY w = f.
Lose das DreieckssysteRh = 11— w.
S3 Berechne

SZQ(f)

SetzerF 1) = z(0) 4 p, (5t — (k) 4 g, k = k + 1 und gehe zu Schrigl

10.5. Aufgaben

1. Man zeige: Fur eine beliebigen,n)-Matrix A und einen beliebigen Vektor
y € R™ ist das Gleichungssystem

ATAz= ATy
stets |6sbar.

2. Man zeige: Gilt fur dig'm,n)-Matrix A rg(A) = n, so ist die MatrixM =
AT A regular und positiv definit.

3. Esliege das folgende mathematische Gesetz mit zwei unbekannten Parametern
a und g vor:

z=ay+p

Weiterhin sei ein Satz von Messdaten, z;) i=1,...,m mity, =i gegeben.
Man bestimme mit Hilfe der linearen Ausgleichsrechnung die Parameted

5]
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(a) Wie lauten die Normalgleichungen?

(b) Wie lautet die GIOLESKY-Zerlegung der Matrix der Normalgleichun-
gen?(ATA=LL")

(c) Man gebe eine Abschatzung von cefill) an.
(d) Wie andert sich die Kondition mit der Anzahl der Messdaten?

4. FurA, A gelte rg(A) = rg(A) = r. Man zeige:

IP(I—P)|2=|P(I~P)|.

Hinweis: Unter Verwendung der Singuldrwertzerlegung stelle #amd P
gemalf
P=UnuTundP =0N0" mit

(I O
(% 5)

dar und partitionierdV = o'u gemalf

Wi Wi
W = .
<W21 W22>

Man beweise:

| B(I —P)|| = |W 12| und | P(I — B)|| = | W24
und folgere

[W 12| = [[Wail
aus der Orthogonalitat vow .
Far

yeR™MundG1=A"P-SAt Go=A"(I-P),Ga=—(I-S)A"
sowie

P=AAT P=AA" S=A"A S=A"Amit|Gi|Za
werde

z=Gy+G3y=z1+22+23

gebildet. Man zeige:
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(@) 21123, 221 23 folglich ||z]|* = ||z1+ z2]* + || 23]/
(b) mitu = Py,v = (I — P)y qilt:

117

lu)?+[[v]|? = |yl undG1y = G1u, G2y = Gav, Gay = Gau.

Daraus folgere man weiter
2< 2 2 2 2(10y112
12]1°= e [(lull + o)+ [[u]7] = aTy||°N
mit

l—l-\/g]z

N = (cosp +sing)2+cogp = | 5

(Dabei wurdé|ul|| = ||y|| cosy und||v|| = ||y|| siny gesetzt.)
(c) Im Fallerd A) =n st z3 = o, also

|2]% = |21+ 222 = 202y %
Im Falle rg A) =m ist zo = o, also
12112 = llz1]1?+ || 23]|* = 27|y |*.
Im Falle rg(A) = m =nist|z| = ||z1|| = o||y||-
6. Es sei eine beliebigen,n)-Matrix A gegeben. Man zeige
!)iLnO[QHAT Al7tAT = AT
Hinweis: Singularwertzerlegung voA anwenden.

7. FUr eing(m,n)-Matrix A mit m = n sei

M(A):(;T g).

(a) Man zeige, dasBZ(A) genau dann regulér ist, wenn ) = n gilt.

(b)

M(A)+:<I—AA+ ATT )

A+ _A+A+T
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Kapitel 11

Freie Minimierung

11.1. Einfihrung

11.1.1. Aufgabenstellung und grundlegende Begriffe

In diesem Kapitel wollen wir folgendes Problem behandeln:

Es sei eine Funktiorf : R — R gegeben. Zu bestimmen ist ein Puakte R”,
der die Funktionf minimiert. Probleme dieser Art heil3en freie Minimumprobleme
bzw. Minimumprobleme ohne Nebenbedingungen (Restriktionen).

Wir unterscheiden zwischen globalen und lokalen Losungen.

Ein Punktz* € R", fir den es eine Umgeburdd(x*) gibt, so dasg (x*) = f(x) fur
allex € U(x*) gilt, heildtlokale L6sungdes Minimumproblems

i @)
Im FalleU (x*) = R" heil3t der Punkgllobale L6sungAlle globalen Losungen eines
beliebigen Minimumproblems zu finden, ist i. a. eine schwierige Aufgabe. Wir wer-
den uns damit begnugen, nach lokalen L6sungen oder nach Punkten zu suchen, die
als lokale Lésungen in Frage kommen.
Die meisten Verfahren zum L6sen von Minimumproblemen erzeugen ausgehend von
einem Startpunkt:(©) € R” eine Folge{x(*)} .y deren zugehérige Folge von Funk-
tionswerten{ f(x*))},cn monoton fallend ist.
Als Beispiel stellen wir uns folgende Situation vor. Wir befinden uns in einem Gebir-
ge und werden von einem starken Gewitter Gberrascht. Naturlich wollen wir schnell
talwarts in eine Hutte. Da wir nur die nahe Umgebung Uberblicken, werden wir ei-
ne Richtung wahlen, in der es von unserem Standpunkt aus abwarts geht. In dieser
Richtung gehen wir ein Stick voran und bestimmen dann wieder eine neue Rich-
tung, usw.
Mathematisch gesprochen:

119
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Wir sind in einem Punkiz € R" und suchen eine Richtung < R", fir die es ein
ap > 0 gibt, so dass
flx+ap) < f(z)

fur alle o € (0,p) gilt. Gibt es eine solchAbstiegsrichtung p, so bestimmen wir
anschliel3end ein8chrittweite o mit f(x + ap) < f(x). Mit dem Punktr = x +
ap wird neu gestartet. Sind wir in einem Punkité angelangt, zu dem es keine
Abstiegsrichtung gibt, also

f@*+ap) = f(z7)

fur alle Richtungerp € R" und allea € (0, ag) gilt, so sind wir in einem Tal ange-
langt. Es ist nicht klar, ob es der tiefste Punkt in unserem Gebirge ist.
Wissen wir dagegen, dass eine Funktjfokonvex ist, das heif3t

flax+(1-a)y) Saf(z)+(1-a)f(y)

fur alle z € R" und allea € [0,1], so ist ein lokales Minimum auch globales Mi-
nimum. Das sieht man folgendermal3en ein. Fir beliemigeR™ gilt wegen der
Konvexitat

flx+a(x—x"))=(1—a)f(x")+af(x) Vae]|0,1].
Daraus folgt

f@" +a(@—z)) - f(x) =a(f(z) - f(x*)) Vae[01].
Dax* lokales Minimum ist, gilt fir 0< oo < min{ap, 1}

0= a(f(x)—f(z")).
Nach Division durchx folgt

f&") = f ().

x* ist somit globales Minimum.
Damit haben wir einige grundlegende Begriffe definiert.

11.1.2. Differenzierbarkeit und Richtungsableitung

Ist die FunktionF' : R” — R im Punktx stetig partiell differenzierbar, das heif3t,
alle partiellen Ableitunge@%, i=1...,mundj=1,...,n, existieren im Punki

J
und sind stetig, so heil# im Punktz stetig differenzierbar. Die (m,n)-Matrix
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hei3tFunktionalmatrix von F'in x. Ist f : R” — R, so heil3t
of ()

0x1
fl@)=Vfi@)=| :
of(x)
oxy,
Gradient von f in x.
F heiRt stetig differenzierbar auf einer offenen Merdge R” (F € C1(D)), falls
F fur jedesx € D stetig differenzierbar ist.

11.1. Beispiel:Wir betrachten das nichtlineare Ausgleichsproblem

min f(@). (@)= 3 (F@)

Die FunktionenF; : R" — R,i=1,...,m, seien dabei stetig differenzierbar. Es gilt

O _izlﬁxj(x) Fi(x), j=1....n

Fasst man dié’; als Komponenten einer Funktion
F:R" —R"™
auf, so gilt

f(@) = S F(2) F(x)

und
Vf(x)=F(z) F(x).
O

11.2. Beispiel:Wir betrachten das nichtlineare Ausgleichsproblem beztiglich einer
anderen Norm:

min f(x), f(@)=[F(x)]e= max |[F(z)|

i=1,....m

oder

xecR"

min f(z), f(z) = |F(@)]l; = im(wﬂ.

Hier sollte man auch fir stetig differenzierbarEsnicht mehr erwarten, dass die
Funktion f differenzierbar ist. @
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Fur die Falle aus dem letzten Beispiel benoétigen wir einen schwécheren Ableitungs-
begriff. Eine Funktion

F:R"—R"™

heil3t im Punkter € R" in Richtung p € R" richtungsdifferenzierbar, falls der
Grenzwert

Flap) = fm,Fle 0

existiert. Die FunktionF” (x; p) heifl3t danrRichtungsableitung vonF' im Punkt x

in Richtung p.

Die Funktion F' heil3t im Punktz € R" richtungsdifferenzierbar, falls F in x

in jede Richtungp € R" richtungsdifferenzierbar ist. In diesem Falle nennt man
die Abbildung F'(x;0) : R” — R™ GATEAUX-Ableitung von F in x. Fir den
Zusammenhang der verschiedenen Ableitungsbegriffe gilt der folgende Satz.

11.3. Satzlst die FunktionF' : R" — R im Punktx € R" stetig differenzierbar,
so istF' in x richtungsdifferenzierbar. DIGATEAUX-Ableitung ist durch

F'(z;p) = F'(x)p
gegeben.

Im Falle konvexer Funktionen ist jede stationare Losung auch globale Losung des
Minimumproblems. Konvexe Funktionen haben noch andere nutzliche Eigenschaf-
ten.

11.4. Satz:Es seif : R" — R auf demR" konvex. Dann istf in jedem Punkt
x € R" richtungsdifferenzierbar und es gilt

f'(z;p) = f(x+p) - f().
Die GATEAUX-Ableitungf’(x; o) : R” — R von f in x hat folgende Eigenschaften:
1. f'(=;0) ist nichtnegativ homogen:
f(x;ap) = af'(x;p) VpeR"Wa>0,
2. f'(x;0) ist subadditiv:

f(x;p+q) = f'(z;p) + f(x;q) Vp.qeR",
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3. f'(zx;0) ist konvex:
f'(x;ap+(1—a)q) = af (x;p)+ (1—a)f (x;q) Vp,q € R"Va € [0, 1].

Beweis:Fir beliebige aber feste, p € R" definieren wir die Funktion

®:(0,1] —R

durch
o() = @ oP) = f(2)

Wir zeigen als erstes die Existenz des Grenzwertes
a'L”loq’(O‘)'

Wegen der Konvexitat vori gilt

f@) = f(gpaleran) o o@-p)

< 1 «
= H—af($+@p)+“_—&f(w—?)

fur alle « € (0O, 1]. Daraus folgt weiter

f(@) -~ 1o f@—p) = 1S +ap)
und
(1+a)f(x)—af(x—p) = flx+ap),
fa) - fa—p) < TETPIE_ g

Damit ist®(«) nach unten beschrankt. Fir ¢imit 0 < 5 = « = 1 gilt

f(x+pPp) — f(=z)
f@@fm»ﬂﬁﬂﬂm

. af@top)+ faif(w) —f(x)
Bf(x+ap)+ (ﬁa ;ﬁ)f(w) —of(z)

®(3) =

= ®(a).
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Die Funktion® ist somit im Intervall(0, 1] monoton fallend. Mit der oben bewiese-
nen Beschranktheit folgt die Existenz des Grenzwertes.

Weiter gilt:
(@ 0p) = ﬁimrof(azwLﬁoz;)—f(w)
— jim oL@ fep) = f(@)
f—+0 af
— o lim f(CU—i-’}/p)—f(a?)
7—+0 vy
= af'(z;p),
flzptq = lim L&taptd)-/)
a—+0 o
_ i L GE+20p) +3(2+20q)) - f(x)
" o
< im 3f(z+2ap)+ 3f(x+20q) — f(x)
T a—+0 o
— lim f(x+2ap) — f(x)+ f(x+20q) — f(x)
a—+0 20y

= flx;p)+ f'(x;q).

Die Konvexitat der @QTEAUX-Ableitung folgt sofort aus der nichtnegativen Homo-
genitat und der Subadditivitat. *

Typische Beispiele konvexer Funktionen sind Vektornormen. Sie besitzen nach Satz
[11.4 stets eine &'EAUX-Ableitung. Im Einzelfall ist es oft schwierig, diese zu be-
rechnen. Es gilt
o fUr f(x) = ||x|cc =maX{|z;|:i=1,...,n}
, ”pHoo fir x=o0
f'(zp) = |
max{ sign(z;)p; | j € J(x)} fir x#o

mit J(x) ={j € {1,....n} | |z;| = [[@] },
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o fur f(z) = [Jo|1 = Tis |2l

flleip)= % Ipjl+ Y sign(z;)p;

jes () j¢d (x)
mit J(x) ={j€{1,....,n} |z; =0},

o fiir f(z) = |&[3 = 37 ;a2
f(z;p) = 2 ) Tipi.

1=

Im letzten Falle istf sogar stetig differenzierbar und es diftx;p) = f/(x)’ p.
Typische freie Minimumprobleme sind Probleme der Form

min f(x), f(z)=|F(z)],

zeR
wobei F' : R" — R™ eine im allgemeinen nichtlineare Funktion ufd || eine

Vektornorm auf deniR™ ist. Aufgaben diesen Typs hei3en diskrete, nichtlineare
Approximationsaufgaben. Man erhalt im einzelnen:

e |[o] =] o]|2: nichtlineares Ausgleichsproblem,
o |[o] =] o]|: diskretes, nichtlinearesSCHEBYSCHEFFProblem,
e || o] = o|l1: diskreteL;-Approximationsaufgabe.

Sind die Komponentei; der FunktionF' hinreichend glatt, so darf man anneh-
men, dassf noch richtungsdifferenzierbar ist. So gilt zum Beispiel flr die diskrete
TSCHEBYSCHEFFApproximation:

11.5. Satz:Mit der AbbildungF' : R" — R™ sei f : R® — R durch
f(@) = ||F(@)]lc = max |F(x)|

—d,..

definiert. Dann gilt:
Ist Fin * € R" stetig differenzierbar, so ist die Funktigihin «* richtungsdifferen-
zierbar mit derGATEAUX-Ableitung

max{|F!(x)p|,i=1,...,m} fur F(x*) = o,
fl(="p) =
max{sign(F;(z*))F!(x)p,i € I(x*)} fur F(xz*)#o
mitI(z*) = {i € {1,...,m} | |F:(z")| = | F (@)l }
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11.1.3. Optimalitatskriterien

Nun sind wir in der Lage, fur das Minimumproblem eine erste notwendige Bedin-
gung zu formulieren.

11.6. Satz:Es seix* € R" eine lokale Lésung des Minimumproblems
min{ f(x) |z € R" }.

Ist die Zielfunktionf in * richtungsdifferenzierbar, so gilt
fl(x"p)Z0

fur jede Richtung € R". Ist f in =* stetig differenzierbar, so gilf’(z*) = 0.

Beweis: Es existiert eine Umgebung(x*) mit f(x*) = f(x) fur alle x € U(x™*).
Fir ein beliebigep € R" existiert einag > 0, so dasx™ + ap € U(x*) und damit
f(x*) = f(x* +ap) fur alle a € (0,ap) gilt. Daraus folgt

sy i (@ ap) — f(z7)
f(il? ’p)_all—[T—i]—O (07

2 0.

Ist f in «* stetig differenzierbar, so gilt'(x*;p) = f/(z*)Tp 2 0 fur allep € R".
Wir wéhlen spezielp = — f'(x*) und erhalten

—f'(@)" (&) = —||f'(«")|> 2 0.
Andererseits gilt abef f/(x*)||* Z 0 und dahei| f'(z*)||> = 0. #

Punkte, die diese notwendige Bedingung erflillen, haben eine besondere Bedeutung
bei der Konstruktion von Minimierungsverfahren. Ist die FunktipnR" — R

im Punktz* € R" richtungsdifferenzierbar, so heifdt ein Punkt stationar von

f oder einestationare Losungdes Minimumproblems mifif(x) | x € R" }, falls
f'(x*;p) Z 0 fur alle Richtungenp € R" gilt. Mit den Satzen 11|4 unld 11.5 er-

halt man fir das diskreteSCHEBYSCHEFFProblem ein Optimalitatskriterium erster
Ordnund]

11.7. Satz:Gegeben sei die diskrelescHEBYSCHEFBCche Approximationsaufgabe

min f(z), f(@)=[F(@)]e=_max |F(z)].

geeey

Die Funktionent; : R" — R, 7 =1,...,m, seien inc* stetig differenzierbar und es
sei F(x*) # o. Dann gilt:

Ist x* eine lokale L6sung des Minimumproblems, saisauch eine stationére L6-
sung und daher

Loptimalitatskriterium erster Ordnung bedeutet, dass nur Ableitungen erster Ordnung verwendet werden
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1. f'(x*;p) = maxX{sign(F;(z*))F/(x*)p,i € I(z*)} Z0Vp € R" mit
I(x*) ={ie{L....m [ |Fi(z")| = | F(z")]l~ }.

2. Die erste Bedingung ist &quivalent zur Existenz von nichtnegativen reellen Zah-
len X7, 7 € I(x*), mit

N=1 Y AsignFi(a")Fl(z") =0.
iel(x*) iel(x*)

Im stetig differenzierbaren Falle werden die notwendigen Optimalitatskriterien na-
turlich einfacher. Fur das nichtlineare Ausgleichsproblem

m

min f(z). f(x)=|F@)|}= i;(m»(w)f

mit einer stetig differenzierbaren Funktidh: R"” — R ergibt sich
f'(z") =2F'(z")F(z") =0

als notwendige Bedingung fur ein lokales Minimum.

Neben den notwendigen Optimalitatskriterien erster Ordnung interessieren auch not-
wendige und hinreichende Optimalitatskriterien zweiter Ordnung. Dazu definieren
Wir:

Ist die Funktionf : R — R in einem Punktc € R" zweimal stetig partiell differen-
zierbar (alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung existieren in einer Umgebung
von x und diese sind iz stetig), so heil3f in  zweimal stetig differenzierbar. Die
symmetrischén, n)-Matrix

/! 82
fi(z) = (axié?xjf(w)>1<i,j<n

heil3t HEsSSeMatrix von f im Punktz.

Eine Funktionf heil3t zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen Mehye

R", falls f fur jedesz € D zweimal stetig differenzierbar ist. Flir zweimal stetig dif-
ferenzierbare Funktionen kennen wir aus der Analysis notwendige und hinreichende
Optimalitatskriterien.

11.8. Satz:Die Funktion f sei auf einer offenen Umgebung des Punkies R"
zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

1. Istx* eine lokale Lésung des Minimumproblems

mn @)

soistf’(x*) = o und f”(x*) ist positiv semidefinit.
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2. Istf'(x*) = o und f”(x*) positiv definit, so istc* eine isolierte lokale Lésung
des Minimumproblems: Es gibt eine Umgebdhg:*) mit

f(x") < f(x) VeeU(x").

Im nichtglatten Falle ist die Situation wieder komplizierter. Es lassen sich aber fir
spezielle Probleme auch hinreichende Bedingungen formulieren.

11.9. Satz:Gegeben sei die diskrefesCHEBYSCHEFBCche Approximationsaufgabe

min f(@), f(z)=|F(@)|<x= max |F(z).

xzeR" i=1...m
Die Funktionen
F;:R"—R, =1...,m,

seien auf einer offenen Umgebung vwoihe R zweimal stetig differenzierbar und
es seiF'(x*) # o. Wir definieren die Menge

I(@®) ={ie{l,....m} ||Fi(=")] = [|F(z")] }
und nehmen an, dass nichtnegative reelle Zahlen € I(x*), existieren mit

T AN=1 Y AsignF(z")F(e)=o.

icI(x*) iel(x*)
Weiterhin sei
T ={peR"| Fj(xz")p=0} Viel(z*)A)\ >0.
Gilt nun
p' { > Afsigr(Fi(w*»Fi”(w*)}p >0 VpeT™\{o},
iel(x*)
so istz* eine isolierte Losung des Minimumproblems.

Beweis:Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Esisekeine isolierte lokale
Losung. Dann gibt es eine gegehkonvergierende Folgér;. } ey mit x; # ™ fur
alle k, fur die f(x;) < f(x*) gilt. Wir stellen diex;, in der Formz;, = =* + a;.py,
mit ;. > 0 und||p,|| = 1 dar. Wegen
lim z, =" qilt lim o, =0.
k—o00

k—oo
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Aus {p;. } ey 1&sst sich eine konvergente Teilfolge auswéhlen. O.B.d.A. sei darum
x, = +appg, Vk:iapZ0, k:“m P =pFo.
— 00

Es sei weiterhirr, = oy (p;, — p). Dann gilt

lim £ =0
k—oo Qg
Damit folgt
im (& +orpr) — f(aT)
k—o00 o
_ im [@ Faptry) — f(27)
k—oo (075
_ i J @ Fap) — f(aT) + f(@" +agptry) — f(aT +agp)
k—oo (073
i fE@ ) @) @ gp ) — (@ + )
k—o00 o k—o00 a7>
_ Pt p)+ lim @ Farp Tl = [F(@ Fap)llo
k—00 Qe
Nun gilt
o < IFE +apr) o — 1P + ) s
koo 7%
< im |F(x*+app+ri) — F(x" + ogp) || oo
koo o
< jim IF@ +app) + F'(a" +app+Iry)ri — F (@ + ap)loc
koo (6%
: F'(x* 9
< k'lm H (33 +opp+ krk)HOOHTkHOO (1914;6(0,1))
—00 AL
= "+ app +0krs) [ oo liM
k—o0 k—oo O
= 0.

Insgesamt erhalten wir

k—o0 o
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Wegenf(z* + appi) < f(x*) und ay, > 0 folgt f/(x*, p) < 0. Mit Satz|11.5 ergibt
sich

f'(x*,p) = ,n;(ax)sign(ﬂ(w*))F{(w*)p =0.
el (x*

Nach der ersten Voraussetzung gilt

S Aisign(Fi(z")) Fl(a")p = O,
iel(x*)

Wegen\! = 0 und sigiiF;(z*)) F (x*)p = 0 fur i € I(z*) folgt daraust’/ (z*)p = o
furi € I(x*). Es gilt dahep € T*. Fir: € I(x*) ist weiterhin

[Fi(@p)| = 1F (k) oo = |1 F(27)l|loo = | Fi(z")],

und fur hinreichend grol3esist sign F;(xy)) = sign(F;(x*)). Damit folgt fur alle
i € I(z*) und fur hinreichend groRRés

0 2 |Fj(xzy)|—|Fi(x")]
= sign(F;(x)) [Fi(xg) — Fi(x™)]
sign(Fi(x")) [Fi(z” + arpy) — Fi(x7)]

. . . 1 5. « %
o Sign(F; (™)) F (z )PkJrEOC%S'gn(Fi(CU )pL F! (x* +9ircrpi) Py

v

mit J;;, € (0,1). Multiplizieren wir die letzte Ungleichung mit’ # 0 und summieren
uber alle; € I(x*), so erhalten wir

v

0 ap T Asign(Fi(e")Fl(a")p
' )

iel(x*

Y Asign(F;(z"))py, FY' (2" + Vikonpr)pr
i€l (x*)

Der Grenziubergang — oo (p, — p undd,;; — 0) liefert

o>p{ 5 Aifsign(Fz-(w*))F{’(w*)}P
iel(x*)
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als Widerspruch zur Voraussetzung
0<p { Y Asign(Fi(z")) () } p.
iel(x*)

Damit muss die Annahme falsch sei; ist isolierte lokale Losung. *

Fur konvexe Funktionen lassen sich allgemeine globale Konvergenzaussagen ma-
chen. Fur hinreichend glatte Funktionen wollen wir die Konvexitat durch geeignete
Bedingungen charakterisieren.

Eine Funktionf : R" — R heil3tgleichmé&Rig konvexauf der konvexen Menge
D £ R", falls eine Konstante > 0 existiert, so dass

(1-a)f(@)+af(y) - f(1-a)z+ay) Z Sa(l-a)|z—y3

fur allex,y € D und allea € [0, 1] gilt.
Bemerkung: Eine Funktionf ist konvex aufD, falls die obige Bedingung mit=0

gilt.

11.10. BeispielWir betrachten fur dign,n)-symmetrische MatrixQ die quadrati-
sche Funktion

flx)=clz+ %iBTQZB

fur beliebigex € R". Es gilt
A-a)f(x)+af(y) - f(1-a)z+aoy) =
1—
= 1-a)cz+ TawTQw +acly+ %yTQy —

T [(1—a)z+ay] 5 [(1-a)z+ay] Q[(1-a)e +ay]
1-« (1—a)?

= Ta:TQm + %yTQy i !l Qux —2
1- 1-
—MwTQy o 5 Yy Qa - %yTQy
= @ [wTQ:v —2'Qy-y' Qz+ yTQy}
a(l—a)

= —(@-v)'Qz-y)
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Ist @ positiv semidefinit, so gilt

(z-y)'Qz—y)Z0

fur beliebigex undy. f ist in diesem Falle konvex. I1€P sogar positiv definit, so
gilt

(-9 ' Q(x—y) Z \ninllz — |3

mit \,;, > 0 als kleinstem Eigenwert vo@. In diesem Falle istf gleichmalig
konvex. @

Mit Hilfe von ersten und zweiten Ableitungen lassen sich Bedingungen flr die Kon-
vexitat und gleichméafige Konvexitat angeben.

11.11. Satz:Die MengeD £ R" sei konvex und die Funktiofi: R” — R sei auf
einer offenen Obermenge vanstetig differenzierbar. Dann gilt

1. fist genau dann aub konvex, wenn

fl@)(y—=) = fy) - f(z)

fur alle z,y € D qilt.
2. f ist genau dann aub gleichmalig konvex mit einer Konstanten- 0, wenn

Tl —ylB+ @)y —2) = f(y) - f(=)
fur alle x,y € D gilt.

Beweis:Wir nehmen zunéachst an, die Funktigrsei konvex bzw. gleichmafig kon-
vex. Dann gilt

(1-a)f(@)+af(y) - f(1-a)z+ay) Z Ja(l-a)|z -y}

fur allex,y € D und allea € [0,1] mit v = O fur konvexesf bzw.~ > 0 fur gleich-
manig konvexeg. Es folgt

2
a(l-a)llz -yl

o
=
<

|
=
2

v
=

8
+
2.
<

|
2
|
=
8
+
NI

v
Py
8
_|_
2.
<
|
N
|
—

@) L 71— a)lle -yl

N2
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Fira — 40 folgt daraus
fy) = @) 2 f @)y —a)+Sllz—yl3

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass eine Konstartd existiert, so dass fur alle
x,ycD

f) = @)= @)y -2)+ 5 ]le —yl3

gilt. Fur eina € [0,1] ist z = (1— a)x + ay € D. Dann gilt

@)= f(2) 2 f ()@ —2)+ 5 |le - =[5,
F) = F(=) 2 (=) -2+ ly—=[3

Wir multiplizieren die erste Ungleichung mit-1« und die zweite Ungleichung mit
o und addieren beide. Es ergibt sich

(1-a)f(z)+af(y) - f(z) 2 f(2) [(1-a)z+ay — 2]+

g
2 A=)z —=lB+aly - =2

Mit z = (1— o)x + oy folgt daraus

f@)+af(y)—f(1-a)z+ay) 2
1-a)(x'z—2r"2+2"2) +aly' y—2y" 2+ sz)}

—~
[ —
|
Q
N——
—

yele —2[(1—a)x+ay]’ z+(1—a)z z+ oy y + asz}

=
—~ o~ o~
[EY
|
Q

NIR2NIR2NIRNIR NI

Fir~ = 0ist f damit konvex und flry > O ist f gleichmalig konvex. *

11.12. Satz:Es seiD S R" konvex und die Funktiorf : R” — R sei auf einer
offenen Obermenge vam zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

1. Ist f”(x) positiv definit fir allex € D, so istf auf D konvex.



134 KAPITEL 11. FREIE MINIMIERUNG

2. Existiert eine Konstante > 0, so dass fur allp € R" und allex € D

Ypll3 = pT f(x)p

gilt, so ist f auf D gleichmalig konvex.
3. IstD offen, so gelten ip|1 urjd 2 die Umkehrungen.

Beweis: Fur beliebige, aber feste,y € D definieren wir die zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion

®:[0,1] — R, Pa)=f(rx+aly—x)).
Es qgilt
®(1) — d(0) — d'(0) = %QD”(ozo) mit ap € (0,1).

Damit folgt

fly)—flx) - fl(=)(y—) = %(y—w)Tf" (x+ao(y—=))(y—x).

Wegenz +a(y — ) € D gilt (y —2)" f" (x+ao(y —)) (y — ) Z7[ly — /5.
Damit folgt

fy) = f(@)— f'(@)(y—=2) = Jlly =3

Nach Satz 11.11 ist damit konvex und fir positiv definite&’ (v > 0) gleichmaRig
konvex.

Es sei nunD offen und f auf D konvex ¢ = 0) bzw. gleichméafig konvex(> 0).

Fur beliebigese € D und eine beliebige Richtung € R™ existiert einag > 0, SO
dassc+ap € D fir allea € [0,a0]. Nach Satz 11.11 gilt dann

f(@+ap)— (@) 2 f(@)(ap) + 30|l
und
f(@) = f(@+ap)) Z — f (@+ap)(ap) + 50’ |pl3

Addition der beiden Ungleichungen liefert

[f(@+ap) - '@)] (ap) Z 50?3
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Daraus erhalten wir

L/ (w+ap) f'(z)]p

T ¢l — “m
p f(x)p Jim

 etap) - f@)op
a—+0 a?

>7,2

*

Fur konvexe Funktionen lassen sich so globale Konvergenzaussagen machen. Ist an-
dererseits fir eine lokale Losung die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung
erfiillt, also f in einer Umgebund/(z*) zweimal stetig differenzierbar ungl’ (x*)

positiv definit, so existiert eine Umgebung va, in der f” positiv definit und da-

mit f gleichmallig konvex ist. Die Konvexitatseigenschaften der Funktispielen

damit auch fir lokale Konvergenzaussagen und die Abschéatzung von Konvergenz-
geschwindigkeiten eine grof3e Rolle.

11.2. Ein Modellalgorithmus

Die Funktionf : R — R sei in jedem Punkte: € R" richtungsdifferenzierbar.
Zum Losen des Problems

/)

wollen wir einen Algorithmus folgender Form anwenden.

11.13. Modellalgorithmus zum Ldsen freier Minimumprobleme:
(Initialisierung) Wahle einen Startpunit® € R™ und setze: = 0.

SO (Abbruchkriterium)
Ist f/(x(®); p) Z Ofiir alle Richtungem € R”, dann STOPPz(¥) ist stationére
LOosung.

S1 (Richtungswahl) Wahle Abstiegsrichtupd) mit
S2 (Schrittweitenbestimmung) Bestimme Schrittwejiteso dass

f@® +app®)) < f(2™).
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S3 (Iterationsschritt) Setze
et = g®) 4o p® =k +1
und gehe zu Schri§l

Legt man nun Strategien fest, nach denen Abstiegsrichtung und Schrittweite zu be-
stimmen sind, erhalt man konkrete Verfahren.

11.2.1. Schrittweiten bei glatter Zielfunktion

Wir betrachten wieder das freie Minimumproblem

i /(@)

Die Funktionf : R — R erfllle folgende Voraussetzungen:

V1 Fir ein gegebenes® ¢ R” (i.a. der Startpunkt des Verfahrens) ist die Ni-
veaumenge

Lo= { xeR"| f(x) = fx@) } beschrankt.
V2 Die Zielfunktion f ist auf einer offenen MengP O L stetig differenzierbar.

V3 Der GradientV f(x) = f/(x) ist auf L lipschitzstetig: Es existiert eine Kon-
stanteL > 0 mit

IVf(x) =V fyl2=Lllz-yl:
fur allex,y € Lo.

Bei vorgegebener Abstiegsrichtupge R" ist eine solche Schrittweite > 0 zu be-
stimmen, die einen hinreichend starken Abstieg sichert. Die Ford@‘”r@w{é“)) <

f(®) ist nicht hinreichend dafiir, dass die Folée(k‘)}k , gegen eine lokale L6-
S
sung des Minumumproblems konvergiert.

11.14. BeispielEs seif (z) = 22 undzy, = (—1)¥(3 +27%). Dann gilt

1 o g monn 1
f(xk+1):x§+lzz+2 b1y =2k 2<Z+2 Fp272k — 22 = f(xy).

Die Folge{x;},y ist daher streng monoton fallend. Andererseits besitzt sie nur die
beiden Haufungspunkte3 und 3, die beide keine lokalen Minima vofisind. @
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Das folgende Lemma bendétigen wir, um fr konkrete Verfahren den erzielten Abstieg
f(x) — f(x+ ap) nach unten abzuschéatzen.

11.15. Satz:Die Zielfunktion f genlige den Voraussetzungéh, V2 und V3. Es
seienx € Lo, p € R" eine Abstiegsrichtung fuf in = und & = &(x;p) die erste
positive Nullstelle der Funktiott(«) = f(x) — f(x + ap). Dann gilt

fla+ap) = fw) +aV (z) p+o?5]pl3

fur alle a € [0, &].

Beweis:Wegen Voraussetzungl existierta und es ist
x+ape€ Ly Yae|0,q].

Fir eina € [0,4] erhalt man

«

f@+ap) = f(@)+aV (@) p+ [[VI(@+ )~ V@] pdr
0 €lg

Nach der QucHY-ScHwWARzschen Ungleichung gilt

[V f(@+2p) = V(@) p= |V f(x+p) - V(@)|lpl
und mit Voraussetzunyg3 folgt

[V f(z+Xp) =V f()]"p = AL|lp|3

Das liefert
f(w+ap) = f(2)+aV (@) p+Lp|3 [ Aax
0

= f(@) +aV f(@) P+’ I}

Bemerkung: Fur a = & erhélt man wegeti(x + ap) = f(x)

2V f(=)'p
L||pi3

1A

Q.
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Es liegt nun nahe, die Schrittweite als globale oder erste lokale L6sung des eindi-
mensionalen Minumumproblems

min f(z +ap)

CUE_A,_

zu bestimmen. Im ersten Falle gilt
f(®+a’p)= min f(z+ap)
OCGRJ,_

und im zweiten Fall
Vix+ap)lp=0, Vae[0,a"):Vf(x+a'p)lp<O.

In diesen Fallen spricht man von eiretakten Schrittweite. Im nachsten Satz wol-
len wir abschéatzen, wie grol3 der erreichbare Abstieg fur eine exakte Schrittweite ist.

11.16. Satz:Die Zielfunktionf genltige den Voraussetzungéh, V2 und V3. Der
Punktx € Lg sei keine stationére Losung upde R" sei eine Abstiegsrichtung fur
fin x. Weiterhin seip(a) = f(x + ap). Ista* die erste positive Nullstelle vag!,
SO ist

1.

a”,

_Vi@)'p
Lllp|3

(1A

v

f(@)— flo+a'p) 2 ~ (M)Z

2L\ lpl2

Beweis: ¢ ist monoton fallend auf0, o*]. Weiterhin ista* < &, wobeid die erste
positive Nullstelle vonp(0) — ¢(«) bezeichnet. Wegen der Lipschitzstetigkeit von
V f auf Lg gilt

0

Vi+a'p)p+Vi(x)'p-Vi) p
Vi) p+[Vi(x+a'p)—Vix) p
Vf(z) p+a*Lpl3

A

Daraus folgt

_Vi®)'p
L||pli3

Oé*

1AV,

= Q.
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Wegen der Monotonie vop gilt

und damit

flx+a*p) = f(x+ap)
S (@) +av i) p+ a2 b3

s+ (~TLE2) v o)+ <—M)2£|p|%

Llpl2 sz ) 2
B 1 (Vf(@)p\’
- f(‘”)‘i< o2 )

*

Leider lasst sich eine exakte Schrittweite i.a. nicht in endlich vielen Schritten be-
rechnen. Darum verwendet man inexakte Schrittweiten.
Eine Variante ist die BWELL-Schrittweite:

Fir einp € (0,1/2) und einv € (pu,1) wird zu einem Punki und einer
Abstiegsrichtung eine Schrittweitex* so bestimmt, dass

f(®+a*p) = f(@)+a pV f(x)'p und

Vi+a'p) pZuvVf(z)p

gilt.

/f(w+ap)
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Fur 0= o* = o4 ist die erste Bedingung erfllt. Sie sichert einen hinrei-
chend starken Abstieg.

Furao* Z ay ist die zweite Bedingung erfiillt. Sie verhindert, dass zu klei-
ne Schrittweiten gewéahlt werden.

Wir wollen nun zeigen, dass stets eineWeLL-Schrittweite existiert; Aul3erdem ist
der erreichbare Abstieg abzuschéatzen.

11.17. SatzDie Zielfunktionf genltige den Voraussetzungéh V2 undV3. x € Lg
sei keine stationare Losung upde R" sei eine Abstiegsrichtung fijf in x. Fir
gegebenes € (0,1/2) undv € (u,1) bezeichne

f@+ap) = f(x)+apV f(x)T, }
Vi@+ap) ' pZvVf(x)p

die Menge dePowWELL-Schrittweiten im Punkt in Richtungp. Dann gilt

Tp(x;p) = {a>0

1. Die Meng€l'p(x; p) ist nicht leer.

2. Es existiert eine nur vop, v und derLIPSCHITz-Konstantenl, anhangende
Konstante® > 0 mit

v/ (fL‘)Tp>2

fir alle o € Tp(x; p).
Beweis:Es sei
®(a) = f(@) - f(x+ap)+auV f(z)' F

unda* die erste positive Nullstelle voW f(x 4 ap)’ p. Dann gilt

P(a) = —Vf(@+ap)'p+uVi(z)p,
P0) = —(1-p)Vf(z)'p>0,
>0 <0

() = uVf(x)'p<O.

Wegen®d(0) = 0 existiert dann eim € (0,a*) mit ®(a) > 0 und®d’(«) = 0. Daraus
folgt
f(x+ap) > f(x)+auV f(z)"p,
Vf(@+ap)'p=pVf(x)' p>vVi(x)p,
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dahera € Tp(x;p) undTp(x;p) # . Weiter gilt

~1-)Vf@)p = vVf@)p-Vi(x)p

< [Vi(@+ap)— V(@) p
= ||Vf(z+ap) -V f()|,lpl2
S Lllz+ap—z|2|pl?
= Lallp|5.
Daraus folgt
. 1-vVf(x)p
o= - 2
L pl5
und weiter

— UV xXr T 2
f(@+ap) < f(@)+anV f(2)Tp = f(z) - “& )(Vf () p) .

L irlP.

Es gilt daher die Ungleichung m@ = 22, *

Eine andere Variante der Schrittweitenbestimmung ist dagi4o-Prinzip:
Man wahlt wieder ein: € (0,1/2) und testet zun&chst mit der Schrittweite= 1 die
Guiltigkeit der Ungleichung

f(@+ap) = f(x)+auV f(z)' p.
Ist die Ungleichung erfullt, so wird: als Schrittweite akzeptiert, Anderenfalls wird
a kontrolliert verkleinert. Das konnte wie folgt geschehen:
S0. Wahle Zahlen: € (0,1/2) und 0< o = o < 1. Setzexg = 1 undk = 0.

S1. Falls f(x+ayp) = f(x) +ouV f(x)'p, s0 STOPRy;, ist die gesuch-
te Schrittweite.

S2. Wéhl@o&k+1 € [Qak,aozk].
S3. Setzek = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Fir o = o ist die ARMIJO-Schrittweite durchy = ¢/ gegeben, wobeij die kleinste
ganze Zahl ist, fur die die Ungleichung

fl@+0p) = f(x)+uV f(z) p

erfullt ist.
Eine andere Variante stammt voraN (1981). Er ersetzt die Funktion

p(a) = f(xz+ap)
durch eine quadratische Funktigf) mit
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* ¢(0) = ¢(0) = f(=),
o q(o) = plag) = f(x +ayp),
* /(0)=¢'(0)=Vf(z)'p.
Als Minimalpunkt dieser Ersatzfunktion ergibt sich

L aaVf()'p
T 2f(x+agp) — f(x) — oy V()T

Nun wird die nachste Schrittweite durch

g1 = max{O.lak, CYZ}

bestimmt.
Ist die Ungleichungf (x + ay.p) = f(x) + apuV f(z)Tp im k-ten Schritt nicht er-
fullt, so folgt ausay 1 = o

1

— 1)

k41 = 2(1 L.

Andererseits gilt immety,_ 1 = 0.1a;,. Damit entsprechen die gemaid berech-
neten Schrittweiten demmviJo-Konzept mito = 0.1 undo = 2<1—1_u)
Auch fir ARMIJO-Schrittweiten lasst sich eine zu Satz 11.17 analoge Existenzaus-

sage machen, die wir hier ohne Beweis angeben.

11.18. SatzDie Zielfunktionf gentige den Voraussetzungéh V2 undV3. x € Lg

sei keine stationare Losung upd= R sei eine Abstiegsrichtung fifrin . FUr ge-
gebenes € (0,1/2) und0 < ¢ = o < 1 seia eine zugehdrigl RMIJO-Schrittweite.
Dann existiert eine Konstant® > 0, die nur vonu, o, 0 und derLIPSCHITZ

Konstanten/. abhangt, mit

Ipll2

TN 2
flx)— f(x+ap) 2 @min{ (M) ;Vf(a:)Tp}.

11.2.2. Konvergenz des Modellalgorithmus

11.19. Satz:Die Zielfunktion f gentige den Voraussetzungéh, V2 und V3. Als
Schrittweite im Modellalgorithmus werde

e die exakte Schrittweite;, = o* (m(k);p(k)) oder
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e die POWELL-Schrittweiten, = ap (a:(k);p(k)> oder
e die ARMIJO-Schrittweiten), = a4 (m(k);p(k))
verwendet. Weiterhin existiere eine Konstante 0 mit
=V (@) pM 24V ()] 1p7]
und eine Konstante > 0 mit
W) z7 V@), k=01,....
Dann gilt:

1. Jeder Haufungspunkt der erzeugten Fo{ge(’“)}k N ist eine stationare L06-
S
sung des Minumumproblems

i S(e)

2. Besitzt das Minumumproblem genau eine stationare Losting der Niveau-
mengeLg, SO konvergiert die gesamte Foléez(k)}k N gegenc*.
S

Beweis:Wegen Satg 11.16, Satz 11.17 und $atz 11.18 existiert eine Kontante
mit

Ipll2

X T 2
f(@)— f(z+ap) = @min{ (M> ;Vf(m)Tp} |

Mit den beiden Voraussetzungen folgt dann
f(@) = f(@+ap) 2 ©@min{y7,7%} |V f (=)
Da {f(a:(’f))}k N eine monoton fallende, nach unten beschrankte Folge ist, muss
S

die FoIge{Vf(a:(k‘))}k N gegen den Nullvektor konvergieren. ist ein Haufungs-
S

(k) isti i ' (k) C gk '
punktvon{:c }keN, SO existiert eine Tellfolgéa: }jeN = {a: }keN mit

lim z®) = z*.

j—00
Wegen
lim vfz®) =0

k—oo
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gilt dann abeV f(z*) = o. «* ist daher stationére Losung. Damit ist die erste Aus-
sage bewiesen.
Wir nehmen nun an, das Minumumproblem besitzt genau eine stationare Lésung

Falls{m(’f)}k N nicht gegenc™ konvergiert, existieren einn> 0 und eine Teilfolge
S

o &4

) —g*|2e j=12,...

Da Lg als kompakt vorausgesetzt wurde, besitzt die Fe[lgékj)} _, €inen Hau-
je

fungspunkte” Nach dem gerade bewiesenen ersten Teil gilt dann%ljés) = o, d.

h. « ist stationare Losung. Andererseits folgt aberjatis- =*|| 2 ¢ > 0, dasse # =*

sein muss, im Widerspruch zur Voraussetzung‘,ist einzige stationare Losung".
Damit muss die Folg@{[az(’“)}lC N gegenx* konvergieren. *
€

Bemerkungen: (i) Die konkrete Art der Schrittweitenberechnung spielt in diesem
Konvergenzsatz keine Rolle. Wichtig ist nur die Sicherung eines im Sinne von

xr T 2
f(@) - fla+op) = emin{ (M) ;Vf<a:>Tp}

Ipll2

hinreichend starken Abstiegs pro Schritt.
(i) Far exakte und PWELL-Schrittweiten darf auf die Voraussetzung

™ =7V ()]

mit 7 > O verzichtet werden. Nun wollen wir wieder eine glatte, gleichmalig konvexe
Zielfunktion betrachten. Zur Vorbereitung beweisen wir den folgenden Hilfssatz.

11.20. SatzGegeben sei das freie Minimumproblem

i /(@)

Die Zielfunktionf : R — R erfiille folgende Voraussetzungen:

K1 Fur ein gegebenes® € R" (i.a. der Startpunkt des Verfahrens) ist die Niveau-
menge

Lo= { zeR"| f(x) = f(x@) } konvex.
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K2 Die Zielfunktionf ist auf einer offenen MengP DO Lg stetig differenzierbar
und aufLg gleichmafig konvex: Es existiert eine Konstapte 0 mit

L Jy—al3+ V@) (w—2) = £ ()~ f()

fur alle z,y € Lo.

K3 Der GradientV f(z) = f'(z)" ist auf Lg lipschitzstetig: Es existiert eine Kon-
stanteL > 0 mit

IVf(x) =V i(y)l2=Lllz—yl2
fur alle z,y € Lo.

Dann ist die Niveaumengey, kompakt und das Minumumproblem besitzt genau eine
globale Losunge™® € Lg. * ist auch die einzige stationare Losung duw. Es gilt
die Fehlerabschatzung

1
Sz =232 fl@) - f@) = ZHVf(w)H% (11.1)
fur alle x € Lo.

Beweis:Die Niveaumengéd. g ist offensichtlich abgeschlossen. Aus der gleichmali-
gen Konvexitat vory auf Lg folgt

1A

%H:c — 2034+ V()T (z-29) = f(z) - f(=?) Z0.

Mit Hilfe der CAucCHY-ScHwWARzschen Ungleichung erhélt man daraus
%Hw—w((’)\lgﬁ — V(@) (@ —-2'9) = ||V f(@9)|2]e -2,
und weiter
|z -2 2= =V f(@)]|2

Damit ist Lo auch beschrankt und daher kompgkhimmt dann sein globales Mini-
mum aufLq an. Dieses globale Minimum ist offensichtlich auch globale Lésung des
Minumumproblems. Damit ist die Existenz einer globalen Losathgnit =* € Lg
bewiesen.

Wir zeigen nun die Giiltigkeit der Abschatzung 11.1, aus der auch die Eindeutigkeit
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von x* folgt. Aus der gleichmalligen Konvexitat vgnauf Lg (K2) erhalt man mit
y=z,z=z*undVf(xz*)=o

v | < *
o= £ f(z) — ).

Das ist die erste zu beweisende Ungleichung. Zum Beweis der zweiten Ungleichung
betrachten wir das Minumumproblem

.y
min 2 |p|3+ V f(z)" p
peR” 2

fur ein festesc € L. Die LOsung ist offensichtlich durch

p- —%Vf(w)

gegeben. Dann gilt fur beliebigec R"
2

1
JIpl+ 9 f(a'p= 3|29 f(a)

1 1
IV () V()= —=|V ()5
Vi@ V@) = o V@)
Speziell firp = x* — x gilt

Vo ] 1

Sl — 2+ V(@) (@ —2) 2 - | V()5

Y

Wegen der gleichméaligen Konvexitat gilt

@)~ (@) 2 2" — a3+ V(@) (@ - ),
also insgesamt

Fla) — f(z)z - %va)u%

beziehungsweise

Ware nunx eine weitere stationare Losung Iy, so wirde aus der Abschéatzung

11.1
— x| < 1 2
|z —x HZ?HVf(CE)Hz:O

folgen, d. hax = x*. *
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Fur gleichmalig konvexe Zielfunktionen ist nun eine hinreichende Bedingung flr
die Konvergenz des Modellalgorithmus angebbar.

11.21. Satz:Die Zielfunktion f gentige den Voraussetzungéh, K2 und K3 aus
SatZ 11.20. Als Schrittweite im Modellalgorithmus werde

e die exakte Schrittweite;, = o* (a:(k); p(k)) oder
e die POWELL-Schrittweiten, = ap (w(k);p(k)> oder
e die ARMIJO-Schrittweiten, = a4 (w(k);p(k))

verwendet. Weiterhin seli

5, = min _Vf(w(“)Tp(’“); v f(a®)TpH
IV f(@®)])2 "\ ||V f(z®)]||p®)]

fur ARMIJO-Schrittweiten, bzw.

. v f(z )T p®) 2
IV D) p®)|

flr exakte odePowELL-Schrittweiten. Dann gilt:

1. Ist

jzéj = 00,

so konvergiert die durch den Modellalgorithmus erzeugte F({tg@)}k g€
S
gen die eindeutige globale Losumg.
2. Existiert eind > 0 mit

1 k
—k—f—l Zodj >0
j_
fur k=0,1,..., so existieren Konstanteri > 0 undq € (0,1) mit

|2® —a*| = Cg*

firk=0,1,...
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Beweis:Nach Satz 11.16 und Satz 11.17 existiert sowohl fur exakte als auch fiir und
PowEeLL-Schrittweiten eine Konstant® > 0 mit

v (@)p®)’
[p*)]2 |

Nach Satz 11.18 existiert fur#mvi1Jo-Schrittweiten eine Konstant® > 0 mit

f™) = f(a) = f(2®) = f@ +ap®) 2 e(

F@®) = f@® Dy = @) - f@® 1+ app®)
2
> @min{(vf(m((z)))Tp(k)> ;—Vf(w(k))TP(k)}.

Mit der Definition vond;. folgt dann
f(@W) = f(@") 2 06| v f (V)2

Wendet man die Fehlerabschatzung aus[Satz [11.20 an, so erhélt man
f@®) - f@tY) 2 2000, [ f(@®) - fa")] .

Damit folgt

0 = f(="*Y)— f(a")
= @)= f@®) + f(@®) - f (@)
< (1-2900) [ (=) - f(z")
k
= []2-205): |72 - f)]
7= ( k ) [ 0 }
= exp| =290 &; |- | f(@™)— f(z")].
2 j;J]
Wegen
ok
kILmooJZoéj:OO
gilt dann

k
i —-290 % 4; | =0
k:l—>mooexp< ! jZO ]>
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und

0= lim f(x**Y)— f(z*) <0,
also

Jim f(z®) = f(a").

Nach Satz 11.20 gilt weiterhin fi*) € L

x2F) || < 2 x(F)) — f(x*
I I \/V[ﬂ ) — f(x*)]

_ 2 k-1 0
= ;exp(—Zy@jZO(Sj) f(2@) — f(x*)].

Daraus ergibt sich sofort

lim =) = 2*.

k—o0

Falls eind mit
k—1
Z d; Zké
/=0

fur k =0,1,... existiert, so folgt

|z — 2| < emeé\/s [f(@9)— f(z")] = C¢*

%*

Bemerkungen: (i) Die konkrete Schrittweitenwabhl spielt fir die Konvergenzaussa-
ge wieder keine Rolle. Wesentlich ist nur die Sicherung eines hinreichend starken
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Abstiegs.
(i) Fur exakte und PWELL-Schrittweiten ist

IO
IV D) [p®)]

ein MaR fiir die GréRRe des Winkels zwischen der Richtpftg und dem negativen
Gradienten vory im Punktz(*). Die Bedingung

jz(?j =00

besagt dann, dass diese Winkel nicht zu schnell geg@rgehen dirfen.

11.3. Quasi-Newton-Verfahren

11.3.1. Gedampftes und ungedampftes Newton-Verfahren

Wir betrachten wieder das freie Minimumproblem

i /2

mit der auf dem gesamte®’’ zweimal stetig differenzierbaren Zielfunktion
fR"—R.

Stationare Losungen dieses Problems sind Lésungen des im allgemeinen nichtlinea-
ren Gleichungssystems

Vf(x)=o.

Zum Losen dieses Systems konnte man da&sviNoN-Verfahren anwenden. Hier
wird ausgehend von einem Startpunkf) € R™ mit der Rekursionsformel

D) _ (k) (Vz f(w<k>))‘1v F(a®)

eine Folge{x ("}, .y berechnet. Der Konvergenzsatz fiir dasviiron-Verfahren,
angewendet auf dieses spezielle Problem, lautet:
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11.22. SatzDie Funktionf : R" — R sei auf einer offenen Umgebung des Punktes
x* € R" zweimal stetig differenzierbar. Es $€if (z*) = o und V2 f (x*) sei regular.
Dann existiert einy > 0O, so dass fur jedes

0 cUs(x*)={zeR"| |z—a'] <5}

die durch dasNewToN-Verfahren
-1
p 1) — (k) _ (sz(a:(k))) v f(z®)

erzeugte Folgd (¥}, . definiert ist und superlinear gegeri konvergiert:

(k+1) _ %
lim 2®) = z* jim 1% z|

oo koo [[2® — |

=0.

Ist auRerdenV?f () auf einer hinreichend kleinen Kugel
Up(x®) ={xeR"| [z—z| <n}

lipschitzstetig mit det.iPSCHITZ-Konstanten’.:
Ve eU,: | V2f(z) - V2f(@")| < Ll —a|,

so konvergiert die Folgéw(’“)}keN lokal quadratisch gegem*.

Die Konvergenzeigenschaften dieses Verfahrens hangen stark von der Gré3e der Um-
gebungerUs(z*) und U, (x*) ab. Man sollte nun versuchen, durch Einfiihrung von
Schrittweiten globale Konvergenzeigenschaften zu erhalten. Damit kommt man zum
gedampften EwTON-Verfahren:

-1
oY) = g*) _ o (sz(w(k))) Vf(a:(k)).

Unter entsprechenden Konvexitatsvoraussetzungefi kisst sich die Regularitéat
und sogar die positive Definitheit vo¥2f(x(*)) sichern. Dann ist die KWTON-
Richtung

p) = (V2f(@®)) " v ()

eine Abstiegsrichtung, und man wird die Konvergenz des gedampfiemThIN-
Verfahrens erwarten. Die Schrittweiten sollten so gewahlt werden, dass das Verfah-
ren bei hinreichender Annéherungahautomatisch in das ungedampfte WNTON-
Verfahren (Schrittweite 1) Ubergeht. Wir geben den entsprechenden Konvergenzsatz
ohne Beweis an.
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11.23. SatzDie Zielfunktionf des freien Minimumproblems

e /)

genuge den Voraussetzungen:

1. Mit einemz(® € R” ist die Niveaumenge

Lo={=eR"| f(@)= f(=?) }

konvex.

2. Die Funktionf ist auf einer Umgebung vohg zweimal stetig differenzierbar
und es existieren Konstant®n< m = M < oo, So dass

2 2 2
m|pll3=p" V2 f(z)p = M||p|5
fur alle x € Lo und allep € R" gilt.

Fur das gedampftelEwTON-Verfahren
-1
D) — 20) 4 o pB)  pR) — <V2f(m(k))) v f(z®),

wobei zur Schrittweitenbestimmung d&sM1Jo-Prinzip mity € (0,1/2) angewen-
det wird, gilt:

e Bricht das Verfahren nicht vorzeitig mit der Losum{ ab, so konvergiert die
vom Verfahren erzeugte Folde:")};.cny gegenz*.

e Fir hinreichend grof3eg geht das Verfahren in das ungedamgtewToON-
Verfahren tber.

Bemerkung: Falls f zweimal stetig differenzierbar urki?f(z*) positiv definit ist,
ist die zweite Voraussetzung immer erfillt. Die entsprechende Umgebung ist oft
klein, wie das folgende Beispiel zeigt.

11.24. BeispielWir betrachten die RSENBROCKFunktion
f(x) = 100(xp — %)% + (1 — x1)%
Es qilt

_( 40Qr3 — 40Qry72 + 271 — 2
V@)= ( —200:2 + 200z,
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und
2., +_ { 1200r2 —400r,+2 —400r;
V(@) = ( = 4001 200 )
f besitzt das einzige globale Minimuat = (1,1)” mit

2, o [ 802 —400
Vf(“")—(—4oo 2oo>'

Die HESSEMatrix V2 besitzt im Punktc* die Eigenwerte

A1 =501+ v250601~ 10016, X =501-+v250601~ 0.4.

Sie ist daher positiv definit. Der nachste Punkt mit nur positiv semidefiniter Matrix
(ein Eigenwert ist 0) ist

£ = (0.9979...,1.0010...).
Der Abstand zwischem™* undx ist klein:
|x* — x| =0.0022....

Fur die FoseNBROCKFunktion wirde damit das gedampfteeNTON-Verfahren
erst in einer Umgebung des globalen Minimums vom Radlittg0.0022 konvergie-
ren. @

Das gedampfte BwToN-Verfahren ist ein typisches lokales Verfahren. Weitab von
einem lokalen Minimum wird die HsseMatrix im allgemeinen nicht positiv definit
sein. Dann ist aber durch dieBMWTON-Richtung

p) = — (V24(@®)) " v ()

keine Abstiegsrichtung gegeben. Doch selbst dann, wenn man so nahe an einer lo-
kalen Losung ist, dass die positive Definitheit dexd$EMatrix gesichert ist, hat

das gedampfte BlWwTON-Verfahren noch einen grol3en Nachteil. In jedem Schritt ist
nicht nur der Gradient voii zu berechnen, sondern auch noch diesdeMatrix.

Oft ist aber die Funktiory’ nicht durch einen analytischen Ausdruck gegeben, so
dass man schon bei der Gradientenberechnung Naherungsformeln anzuwenden hat.
Dann ist die Approximation der EsSEMatrix erst recht problematisch. Aul3erdem

ist in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem der Dimensian |6sen. Da

es im allgemeinen nicht moéglich ist, Informationen aus dem vorigen Schritt zu ver-
wenden, liegt der Aufwand pro Schritt bestenfalls in der GrdBenordnungﬁ?/,tﬁ]
Rechenoperationen.
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11.3.2. Verfahren der Oren-Luenberger-Klasse

Das NewToN-Verfahren und das gedampfteeNTON-Verfahren sind nur lokal kon-
vergent und damit praktisch nicht von gro3em Nutzen. Sie geben aber Hinweise zur
Konstruktion global konvergenter Verfahren. Wir haben gesehen, dassuie div-
Richtung

p) =~ (v21@®)) " v ra®)

in der Nahe einer isolierten lokalen L6sung zu schnell konvergenten Verfahren fuhrt.
Wahlt man nun positiv definite MatrizeH ;, und damit Richtungen der Form

p¥) = —H,V f(x®),

so sind diese wegen

pM' v f(@®) = —v (T H, v f(z®)) <0

Abstiegsrichtungen. Soll mit so definierten Abstiegsrichtungen ein im Sinne von Satz
[11.19 konvergentes Verfahren erzeugt werden, so mussen Konstasteénindr >
0 existieren, so dass fir alke= 0 die Ungleichungen

—V f(@®)Tp®) 24| v (&™) p®)|
und

lp™| 271V f ™))
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erfullt sind. Beziglich der euklidischen Norm heil3t das

~1/2 -1/2
Vi et () ()
IV f(a®)[|2] H W f(2z®)]|2 H,_ 2y |[HRH 12 <>H2
y®) gy (k)
o -1/2 (k) 1/2 (k)
H, "y 2 Hyy Hz
B 1
RGN )
ly®]2 [y ™2
> 1
T 1/2
| H o] 22
B 1
cond(H l/2)
B 1
~ Jcona(H})
Die erste Bedingung ist erftllt, falls fur alle MatrizeH,
(k)
A77’LCZIL' 1
gilt. Weiterhin erhalten wir
|HV @)l [HeH =W 2®), . 1
IV f(z®)]|2 IH22® 2 H =Wl [ H

Die zweite Bedingung ist erfullt, falls fur alle Matrize

L\

IH e

T

gilt. (Dabei bezelchnengnzm und >‘7(m)n den groldten bzw. kleinsten Eigenwert der
symmetrischen, positiv deflnlten Mater)Wir sehen, dass flr Abstiegsrichtun-
gen der Formp®) = —H,V f(«*)) die Voraussetzungen von Satz 11.19 erfiillt
sind, falls die Folgd H ;. } ;. eine Folge symmetrischer, gleichm&Rig positiv defini-
ter und gleichmaRig beschrankter Matrizen ist. Unter diesen Bedingungen existieren

Konstanten < m = M < oo, so dass fur allé = 0,1,... und alle Vektorerz ¢ R"

2 T 2
mlz|3= 2" Hyz = M||z|3
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gilt.

Als einfachste Wahl bietet sicH ;. = I firallek =0,1,... an. Hieristm = M = 1.

Das zugehorige Verfahren heidradientenverfahren. Es ist im Sinne von Satz
[11.19 global konvergent. Bis zum Jahre 1959 war dieses Verfahren auch das ge-
brauchlichste zum Ldsen von freien Minimumproblemen. Vom Gradientenverfahren
ist lokal hochstens lineare Konvergenz zu erwarten. Darum liegt es nahe, andere Fol-
gen{H}.cn gleichmaRig positiv definiter und gleichmafig beschrankter Matrizen
zu verwenden, die sich in der Nahe einer lokalen Losung &hnlich wie H&sH

Matrix verhalten. Entwickelt man den Gradienten an einer Sigl&o ergibt sich

V(z+s)=Vf(z)+Vf(x)s+O(s|?).
Wir lassen nurO(||s||?) weg, ersetzeiV?f(a) durch H ! und erhalten
Vi(x+s)=Vf(lx)+H 1f(x)s
oder
H(Vf(x+s)—Vf(x)) =s.
Ist nun
r=z% z+s=2"V H=H,,
so erhalten wir di®Quasi-NEWTON-Gleichung
H, (v Fz® )y — v f(a:<k))) — (D) (k).

Bestimmt man nun die MatrizeH ;. so, dass sie nicht nur gleichmalig positiv definit
und gleichmafRig beschrankt sind, sondern dass sie auch in jedem Schritt die Quasi-
NEWTON-Gleichung erftillen, so ist neben der globalen Konvergenz auch lokal ein
gutes Konvergenzverhalten zu erwarten. Diese Erwartung bestétigt sich mit Satz
[11.27. Alle so erzeugten Verfahren bezeichnet maQabssi-NEwTON-Verfahren.

Die bekanntesten Vertreter sind das BFGS-Verfdhuen das DFP-VerfahrEnAus
verschiedenen QuasigWToON-Verfahren wurde 1974 von REN und LUENBER-
GERdie folgende Klasse von Algorithmen definiert.

11.25. Verfahren derOREN-LUENBERGERKIasse:
S0 (Initialisierung) Wahle einen Startvektarf® e R”
und eine positiv definite Startmatr®{ o € R"*" (z.B.Ho = I). Setze: = 0.

2nachBROYDEN, FLETCHER, GOLDFARB Und SHANNO, 1970
SnachDAvIDON, FLETCHER undPOWELL, 1959 bzw. 1963
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S1 (Abbruchbedingung) Fall& f(x*)) = 0, so STOPPx*) ist stationére L6-
sung.

S2 (Richtungswahl) Berechne eine Abstiegsrichtung
p¥ = —H vV f(xW).

S3 (Schrittweitenbestimmung) Bestimme eine Schrittweite
als exaktePowEeLL- oder ARMIJO-Schrittweite.

S4 (Iterationsschritt) Setze
Y = 20 4 pk)
s®) = qp®) = pk+1D) _ 5 k)
gV = v - i),
Wahle Konstanteny;, > 0 und®;, = 0 und berechne

Hy1=Y(H;,s® q™;v,,05)

wobei
T T
SS
W(H,s,q;7,0)=vH + (Hveq - q) -
stqg ) slq
1-0 -
v Hq-qg H
q"Hgq
o
— ;“7(8 ¢'H+Hgq-s")

Eine Formel, wie sie in Schrit64 verwendet wird, bezeichnet man als Update-
Formel. Die neue Matrix(H) entsteht hier aus der alten Matr&d durch eine
Rang-2-Modifikation. Es gilt rg¥(H) —vH) = 2,

Je nach Wahl der Parametgrund ©;. erhalt man verschiedene Verfahren:

e v, =1 undO; = 0. Wir erhalten das DFP-Verfahren

T T

ss Hq-qg H

W(H,s,q)=H+ — :
( ) s'q q'Hg

e 7 =1undO; = 1. Wir erhalten das BFGS-Verfahren

TH T . TH Ha- T
qJ(H,s,q):HJr<1+q q)ss A il S

sTq ) slq sTq
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® V= 1und

sk g®)
st qk) — g B, qk)

O =

Wir erhalten das symmetrische Rang-1-Verfahren veoBDEN

<S<k> _ Hkq<k>) (Suo _ Hkq<k>)T

Hy 1= Hy+
i g®)T (st — H,q(®)

(Hier ist©®; < 0 moglich. H. 1 kann dann indefinit werden.)

Wir wollen nun zeigen, unter welchen Bedingungen durch die Update-Formel der
OREN-LUENBERGERKIasse Folgen von positiv definiten Matrizen erzeugt werden.

11.26. Satz:Es seiH eine positiv definite Matrix. Fur die Vektorapne R" und
s € R" geltes” q > 0. Dann ist die Matrix

H+ = LP(H,S,q,’}/,O)

T T
g Hq)\ ss 1-0 T
= vH 1+~© — Hq-q H
! JF(JF7 qu)STq TqTHq T
©
—WT(s-qTH—FHq-sT)
s$°q

flr beliebigey > 0 und © = 0 ebenfalls positiv definit. AuBerdem erfUullf . die
QuasiNEWTON-Gleichung

H.,.q=s.

Beweis:Da H positiv definit ist existiert eine Zerlegudd = LL” mit einer unteren
DreiecksmatrixL. Es seiu = Ly mit einem beliebigen Vektay € R” undy # o.
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Weiterhin seiv = L' ¢g. Dann gilt

T TcooT
g Hqg\ y'ss'y
y H.y = fnyHy—F(l—l—’y@ > —

sTq sTq

1-0 ~O
V7 yTH‘I‘qTHy—T(yTS'qTHy+yTHq-sTy>
q Hq s'q
T T,7\2
viv) (s'y) 1-0
= yu'u+t (1+7@8Tq> Tq | vTo (u”v)?
270
—STq(yTS)(UTU)
T,.\2 T,\2
_ T _(U v) (s y)
= 7[11, u oo ]—i— Tq
so|@EY? w2 (") wy)
(sTq)2 vTv sTq
T T T,\2 T,\2 T T,12
u' u)(viv)—(u'v s s u' v
— ’7( )( T) ( ) _|_( Ty) —1—’)/@(’0T’U) [Ty_T
viv s'q stq wvlv

Alle drei Terme sind nichtnegativ. Damit gilt zumindest
yTH_|_y Z O

Der erste Term ist nach deraAOCHY-SCHWARzschen Ungleichung genau dann
Null, wenn die Vektorern: undw linear abhangig sindx = Sv. Dann ist aber wegen
der Regularitat vor, auchy = 3q. In diesem Falle folgt

y H,y = 3(s"q)+70(v v)[3— 3] = 3*(s"q) > 0.

Damit ist H ;. positiv definit.
Die Gultigkeit der Quasi-HwToN-Gleichung folgt durch einfaches Ausrechnen.

THqg\ ssT 1-0
H. . q = 7Hq+<1+’y@q q) a

slq ) sTq 'q'"Hgq
C)
~ = (s-q"Hq+Hq-s"q
sTq
T T
q Hq q Hq
= HQ[V—V(l—e)—’Y@H‘S[1+W9T—’79

= S8
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Bemerkung: Die Bedingungs”’ ¢ > 0 ist eine Forderung an den Schrittweitenalgo-
rithmus. Aus

T T
folgt

p®" v (@) > p v f(a®),
Fur exakte Schrittweiten ist dann wegen

pM' @) =0, pM Vi) <0
diese Ungleichung immer erfiillt.
Fur PowELL-Schrittweiten gilt wegemp(* Vf( #)) < 0 undv < 1 ebenfalls

pM v (@t D) 2 p0 g f(a®)) > pb) Vf( %))

Flr ARMIJO-Schrittweiten kann die Bedlngunﬁ”C ) > 0 verletzt sein. Es kon-
nen indefinite Matrizen entstehen.

Das Konvergenzverhalten von Verfahren dexeE®-L UENBERGERKIasse klart der
folgende Satz.

11.27. SatzMit der positiv definiten Matrix4, dem Vektob € R" und einent € R
definieren wir die quadratische Funktidgn R — R gemalf

1
h(x) = éwTA:c +blz+ec

Wendet man ein Verfahren d@REN-LUENBERGERKIasse zum LOsen des Mini-
mumproblems

min A(x)

rcR"

an, so gilt fur einen beliebigen Startpunkt® € R” und eine beliebige positiv defi-
nite StartmatrixH g bei Anwendung exakter Schrittweiten:

1. Es existiert ein kleinstes < n, so dassc(™ = £ = — A~ 1b die exakte Mini-
mumestelle voih mit Vhi(x) = o ist.

2. FUr0Si#£k=m—1list
s g = g0 44k)
und fur0=i=m— list

HOLORNY
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3. FurOsi<k=m—1ist
s(wTVh(zc(k)) = o.
4. FUrOsi<k<m—1ist
Hpq") = ;81
mit

Yit1Vitz V-1 fur i <k-—1
Yik = i
1 fur i=k—-1

5. Istm =n, so gilt zusatzlich
H,=H,=SDS A
mit
D =diagyon,.--sVn-1n), S= (s(o), . .,3(”_1)) .

Fir~; =1folgt H, = AL,

Einen Beweis findet man inT® ER ,Numerische Mathematik” Bd. 1.

Da sich jede hinreichend oft differenzierbare Funktion in der Néhe eines lokalen
Minimums beliebig genau durch eine quadratische Funktion approximieren lasst, ist
zu erwarten, dass die QuaseNToON-Verfahren der @EN-LUENBERGERKIasse

auch bei der Anwendung auf beliebige Funktionen lokal ein gutes Konvergenzver-
halten zeigen.

Es bleibt nun noch die Frage zu klaren, wie die Paramgtand©,. in jedem Schritt

zu wahlen sind. Praktische Erfahrungen zeigen, dass man mit dem BFGS-Verfahren
(vx = 1 und©;, = 1) gute Resultate erzielt. Andererseits folgte aus Satz [11.19, dass
die MatrizenH ;. gleichmallig positiv definit und gleichméafig beschrankt sind, damit
globale Konvergenz eintritt. Man kann nun versuchen, tber die Parameaiad©;.
gunstige Eigenschaften der Matrizéh, einzustellen.

Von OREN und SPEDICATO (1974) stammt das folgende Ergebnis. Es sei

o = S<k>TH;18<k>,
T

or = q¥" Hq®,

5 o= s® g,
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Man setze
w=2F ©,=0 falls ZF<1
Tk Tk
w="E @.=1 falls %21
Ok Ok

beziehungsweise

Tk <1<
Ok Tk

Durch diese Wahl wird eine obere Schranke fir qddg, 1) /cond H}) in jedem
Schritt minimiert.

Eine andere Variante stammt vom\ADON (1975). Er betrachtete Verfahren mit
v = 1 und wahlt

ve=1 O =1u(or—71)(opor—72) falls

Ok Ok

Q. ZTk(Ok—Tk)(Oka—TZ) falls 7 =2
’ Of + Ok

beziehungsweise

Q. = T sonst.
Tk — Ok
Durch diese Wahl wird der Quotient,,.../ \nin beziglich des allgemeinen Eigen-
wertproblems

Bestimme eim € Cund einy e C" mity #o und H .1y = \H y.

minimiert.

Wie wir zu SatZ 11.26 bemerkten, kann bei Verwendung vemAo-Schrittweiten
aus einer positiv definiten Matrikf ;. durch die update-Formel vonR&N und Lu-
ENBERGEReine indefinite MatrixH ;.. 1 entstehen. Die Sicherung der Bedingung

V(@) p 20w f)Tp®),

durch die man hinreichend genaue Schrittweiten bekommen wiirde, ist in der Praxis
aber nur mit einem unvertretbar gro3en Aufwand maoglich. Wir wollen nun eine an-
dere Variante betrachten, mit der man automatisch die gleichméafige Beschranktheit
und gleichmalige positive Definitheit der Matrizéfy, sichert. Die Abstiegsrich-
tungen werden in den bisher behandelten Verfahren in der Form

(positiv definite MatrixH ;) x (negativer GradientV f(a(*)))
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bestimmt. Hatte man statt der Matti ;. nur die InverseB;. = H,;l, so ergabe sich
die Abstiegsrichtung*) als Lésung des linearen Gleichungssystems

Byp™ = -v f(z).
Die Matrix B, erfullt die Quasi-NewTON-Gleichung
By, (az(kﬂ) — az(k)> =V f(z®) - v fa®).

Fur die MatrizenB,. lasst sich ebenfalls eine zweiparametrige Update-Formel an-
geben. Man braucht dazu nur die Update-Formel furiiedurch mehrmalige An-
wendung der SBERMAN-MORRISONFormel zu invertieren. Es ergibt sich

Biy1=Y(By, qs, Sk, Or)

mit

W(B.q.5:5,8) 5B + (1+fyé

Der Zusammenhang zu den entsprechenden Update-Formdih itrdurch

_ 1 o5 (1-0)(s"q)?

Ty YT 1-0)(sTq)?+0sTBs-qTHgq
gegeben.
Wir erhalten

e aus dem DFP-Verfahren mji, =1 und®, =07, =1 und®, = 1, also

skt Bks(k)> gPg®’  q®) . s B, 4 B, sk) . gk’

BT sk) ) 0Tk g7 s(k)

Y

Bj11=Bi+ <1+

e aus dem BFGS-Verfahrenmit, =1 und®, =17, =1 und®,. = 0, also

gMg®" B . s B,
By1=Bi+——F—— T
q(k') S(k) S(k) Bks(k)

)
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e aus dem symmetrischen Rang-1-Verfahren v&oBDEN mit v, = 1 und

@ pu—
CT s g — T E g

S/k =1 und
sk gk)

é pu—
CT s T gk — g T B gk

Y

also
(g = Byps™) (¥ — B,s)T

By =B+
TR T k) — T B gk

Die Formeln ahneln den Update-Formeln #r.. Auf den ersten Blick scheint es
aber so, als ob durch diese Vorgehensweise der Rechenaufwand stark ansteigt. Fur
das Berechnen von

p) = H,¥ f(a)

(Matrix x Vektor) benétigt man rund? Rechenoperationen, fiir das Lésen von
Byp™ = -v (@)

(lineares Gleichungssystem) dagegen ruf(b Rechenoperationen.
Die Matrix By, 1 entsteht durch eine symmetrische Rang-2-Modifikation aus der
Matrix 7, B}, denn es gilt

r9(Bjy1—A1Br) =2

Daher lasst sich der Aufwand zum Losen der Gleichungssysteme betrachtlich ver-
ringern. Kennt man namlich eine Zerlegui), = LkaL,F;f, So lasst sich die ent-
sprechende Zerlegung vdsy,, ; mit einem Aufwand der GréRenordnungberech-

nen. Dann ist der Aufwand zum Berechnen einer Abstiegsrichtung mitgigon
gleicher GrolRenordnung wie der Aufwand zum Berechnen einer Abstiegsrichtung
mittels H . Der groRRe Vorteil der Verwendung eineiD L’ -Zerlegung der Matrix

B,. besteht darin, dass aus der Zerlegung immer die positive DefinitheiiByon
abzulesen ist. Den®® = LDL" ist genau dann positiv definit, wenn fiir die Dia-
gonalmatrixD = diag(ds, ...,d,) d; > 0 furi =1,... n gilt. Ist diese Bedingung
irgendwann verletzt, so lasst sich die positive Definitheit der Ma&jx 1 erzwin-

gen, indem man die entsprechenden ElementeVgn; durch positive Zahlen er-
setzt. Dann ist zwar die QuasieWTON-Gleichung nicht mehr erfullt; dies lasst sich
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aber als Neustart des Verfahrens mit dem aktuellen Iterationspunkt®ilsnd der
korrigierten Matrix B 1 als positiv definiter StartmatriBg interpretieren. Ande-
rerseits wird man von dem Verfahren verlangen, dass fir hinreichend grsigh
Schrittweitenn;,. = 1 einstellen. Dann lasst sich aber auch annehmen, dass die zwei-
te Bedingung aus Salz 11|19 erfillt und damit die positive Definitheit der Matrix
Bj.. 1 gesichert ist. Die Eigenschaft, = 1 flr alle k = kg ist fir jeden konkreten
Algorithmus gesondert nachzuweisen.

11.3.3. Algorithmen zur Aufdatierung von Zerlegungen

Wir unterscheiden die Fall& = B +vv’ oder B = B — vv? und erhalten die
folgenden beiden Algorithmen.

11.28. Aufdatierung einerLDLT-Zerlegung B = B + vo:
Von der positiv definitefrn, n)-Matrix B sei eine Zerlegung

B=LDLT

mit einer unteren(n,n)-Einsdreiecksmatri¥., und einer(n,n)-Diagonalmatrix D
bekannt. B B

Es sind eine untere Einsdreiecksmatfixund eine DiagonalmatrixD derart zu be-
rechnen, dass

B_:B+va:ED_ET

gilt.
for j=1ton do
(J)

tj=tj 1+us/d;

dj=djt;/tj—1

Bj = uj/(djt;)

for k=j4+1ton do
(+1) _ ()

v = =gl
F I
lkj = lkj +ﬂjvli‘7+ )
endfor
endfor

11.29. Aufdatierung einerL DLT-Zerlegung B = B — vv?:
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\Von der positiv definitef,, n)-Matrix B sei eine Zerlegun@@ = LDL’ mit einer
unteren Einsdreiecksmatrik und einer DiagonalmatribD bekannt.

Es sind eine untere Einsdreiecksmattixund eine DiagonalmatrixD derart zu be-
rechnen, dass

B=B-v! = LDL"
gilt.
Wabhle einy > 0
Ldse das Gleichungssystdimu = v
thr1i=1—u"D 1u
if £,.1 <4 then
tpy1 =120
endif
for j =ntolstep—1do
tj=tj1+ U?/dj
dj = djtj i1/t
Bj = —uj/(djtji1)
v(.j) = Uj

J J
for k=j+1tondo
o =) ity
! ]
lk:j = lk]‘ —l—ﬁjvéﬁ )
endfor

endfor

Beim ersten Algorithmus gilt wegety 2 ¢;_1 d; = d;. Die positive Definitheit der
Matrix B wird gegeniber der MatriB verbessert. Beim zweiten Algorithmus gilt
wegent; St;_1 d; = d;. Da aber immet; = ¢ > O ist die positive Definitheit der
Matrix B gesichert.
Falls man im Algorithmus die positive Definitheit zu erzwingen hat, ist die berech-
nete Zerlegung nur noch Zerlegung einer benachbarten MBrix B + 6B. Im
Algorithmus erkennt man, dass in die Berechnung der Elementdvand L nur
die Elemente vorD, L undwv eingehen. Andert man irgendwelche Elemente, spe-
ziell die Elemente vonD, ab, so hat das keinen Einfluss auf die Berechnung der
restlichen Elemente. Damit ist es unproblematisch, Beziehungen der Form

0<d= min d;= max d; =A< o

i=1,...,n i=1...n
und

max |lij| =A< oo

1,7=1,....n
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zu sichern. Hiermit sichert man aber auch die gleichmal3ige Beschranktheit und
gleichmalige positive Definitheit der Matrizésy..

11.4. Trust-Region-Verfahren

Dieser Verfahrensgruppe liegt eine andere Idee zugrunde als jene, die zu den Quasi-
NEwWTON-Verfahren und MwTON-Verfahren fuhrte. Wir ersetzen das Minimum-
problem

i #(@)
lokal, d. h. in einer Kugelumgebung des aktuellen Iterationspurk{&s durch ein
einfacheres, leicht zu I6sendes Modell. Wird mit der Lésung dieses vereinfachten
Problems eine hinreichende Verminderung der Zielfunktion erreicht, so wird diese
als neuer Iterationspunit*+1) akzeptiert. Erreicht man mit der Lésung des Ersatz-
problems keine hinreichende Verminderung der Zielfunktion, so bedeutet das, dass
man dem Modell auf einer zu groRen Umgebung w8h vertraut haﬂ Man wird
die Umgebung verkleinern und das Ersatzproblem erneut I6sen. Je nach Wahl des
Hilfsproblems und der Norm zur Definition der Kugelumgebungen a6t erhalt
man die verschiedensten Trust-Region-Verfahren. Als vereinfachte Probleme bieten
sich die folgenden an.

o fcCiR):
fo(p) = f(x) + V f(x)'p.
o feC?R):
folp) = f(@) + V f(2)" D+ 50" V2 f (@)

oder

folp) = [(@) + V(@) 'p+ 50" Bp

mit einer symmetrischen Matrii.
o f(x)=|F(x)| mit F:R" — R™:
fa(p) = | F(z)+ F'(z)p|.

4Daher stammt auch der Name der Verfahren. Den englischen Begriff ,trust region* wiirde man mit ,Vertrauensbe-
reich” Ubersetzen.
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Es sei nunf,(p) fur jedesx € R" gegeben. Eine einfache Version eines Trust-
Region-Verfahrens kénnte folgendermaf3en aussehen.

11.30. Trust-region-Verfahren:
SO0 Wahle KonstanteA < p1 < 02 <1,0< 01 <1< oo undfg > 0.
Wihle einen Startpunkt® € R” und setzé: = 0.

S1 Berechne die Losung* der Aufgabe

min fa:(k) (p)
1Pl = &y,

S2 Falls f(z®) = f. ) (p*) STOPP
(Bei verniinftiger Wahl vorf,, ist dannz(*) zumindest stationére Losung es
urspringlichen Minimumproblems.)

S3 Berechne

F@®) - f(® +p*)
f@®) = fowmp)

Falls r = o1, soz*+1) = z(*) 1 p*,
Falls r < p1, wahle einAkH c (0, OlAk].
Falls 01 =1 < 0, wahle eind, 1 € [014, D]
Falls 0o = r, wahle eind; 1 € [Ay, 020y

S4 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Bemerkung: Wird im Schritt S2 nicht abgebrochen, so igt (p*) < f(x¥). Die

Groler driuckt damit aus, wie gut das Modell mit der tatséchlichen Funktion Uber-
einstimmt. Je naher an 1 liegt, desto genauer ist das Modell. Ist nuf o1, SO
stimmen die tatsachliche Veranderung der Zielfunktion und die durch das Modell
vorausgesagte Verminderung der Zielfunktion hinreichend gut Gberein. Wir kbnnen
z%) + p* als neuen lterationspunkt akzeptieren. Ist sogap,, so stimmt das Mo-

dell so gut, dass wir im nachsten Schritt den Vertrauensbereich vergrofRern durfen.
Ist dagegem < o1, SO war das Modell zu ungenau oder der Bereich, auf dem wir es
angewendet haben, zu grol3. Wir missen den Vertrauensbereich verkleinern und das
Modellproblem auf dem verkleinerten Bereich noch einmal l6sen.

T =

11.31. Beispiel:Fir f € C1(R) ergibt sich das einfachste Trust-region-Verfahren,
falls man die Modellfunktionf;(p) = f(x) +Vf(:z:)Tp und zur Festlegung der
Kugelumgebung die euklidische Norm verwendet. Wir I6sen damit in jedem Schritt
das Hilfsproblem

min f(z)+Vf(z)'p.
pll2=A
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Ist p* eine Losung dieses Problems und diltp*) = f(x), so istV f(z)’ p = 0 fur
alle p mit ||p||2 = A. Wahlt man spezielp = —a'V f(x) mit einema > 0, so dass
Ipll2 = A, so folgt ||V f(x)|2 = 0 und weiterV f(x) = o. Ist also fiir die Modell-
funktion der Test im Schrits2des Verfahrens erfullt, so iat stationére Losung des
Minimumproblems. FUN f(x) # o ergibt sich die Losung des Hilfsproblems zu

Vix)

| W S/
P IV (@)[l2

@

Betrachten wir nun glatte Zielfunktionehe C?(R). Fiir derartige Probleme hatten
wir das NEwToN-Verfahren angewendet. Das Verfahren hat aber den Nachteil, dass
die NEwTON-Richtung

p=— (V@) Vi)

nichtimmer eine Abstiegsrichtung ist. Das Trust-Region-Verfahren ist auch im Falle
einer indefiniten HsseMatrix noch durchfihrbar. Wir verwenden dazu die Ersatz-
funktion

folp) = [(@) + V(@) p+ 50T VP f(@)p

Das Hilfsproblem

(Pes)  min fulp)= min (f(x)+Vf(a)p+ 5" VS (@)
[pll2=A Ipll2 <A

besitzt, daf,. stetig ist, stets eine globale Losupt. Falls V2 f(z) indefinit ist, ist

fz nicht mehr gleichmalig konvex. In diesem Falle kdnnen auch zusatzliche lokale
LOsungen auftreten.

Der folgende Satz gibt notwendige und hinreichende Bedingungen fur ein globales
Minimum des Hilfsproblem$F,, ) an.

11.32. SatzWir betrachten die Aufgabe

. 1
(PA)  min ¢(p), ¢(p)=f+g'p+ QpTBp,
Ipll2 = A

wobeiA > 0, f € R, g € R" und B € R"*" gelte. Die MatrixB sei dartiber hinaus
symmetrisch. Dann igt* € R" mit ||p*||2 = A genau dann eine globale Lésung von
(Pp), wenn ein\* Z 0 existiert, so dass
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1. (B+\1I)p* =—g,
2. X(llp*ll2—8) =0,
3. B+ M1 ist positiv semidefinit
gilt. Ist B+ A\*I sogar positiv definit, so ig* eindeutige globale Losung vdii ).

Weiterhin istp(p*) = f genau dann, weng = o und B positiv semidefinit ist. Es
gilt die Abschatzung

o> L - lgll2
f—eP)ZZlg 2mln{A, .
2191 1B

Ein Trust-Region-Verfahren mit dem Hilfsproble(®, o) bricht nach Satz 11.32
genau dann in Schri§2ab, wennV f(x*)) = 0 undv?2f(z¥)) positiv semidefinit

ist. Damit sind aber im Punkt'*) die Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung
aus Satz 1118 erfuillt.

Zum Abschluss wollen wir noch einen Konvergenzsatz fir die Trust-Region-Variante
des NewToON-Verfahrens angeben.

11.33. SatzGegeben sei das freie Minimumproblem

(P min /()

und ein Startpunki(®) € R™. Die Niveaumenge

Lo={zeR"| f(@)= (=) |

sei kompakt. Die Zielfunktion sei auf einer offenen Obermengé yamweimal stetig
differenzierbar und der Gradient vohsei aufLg lipschitzstetig. Wir betrachten ein
Trust-Region-Verfahren mit dem Hilfsproblem

(Pes) i fulp)= min ()4 V(@) D+

Ipll2=A Ipll2=A

Ly («’B)p> .

Falls das Verfahren nicht vorzeitig abbricht, liefert es eine Foj@é") } .y mit

1. Jeder Haufungspunkt vdme %)} .oy ist stationére Lésung vo(P).

2. Die Folge{x)}, .y besitzt mindestens einen Haufungspunkt in dem die Opti-
malitatsbedingungen zweiter Ordnung erfullt sind.

3. Ist der Vektorr* Haufungspunkt voiz (%)}, .y mit positiv definitetHESSE
Matrix V2f(z*), so konvergiert die Folgdx(")},cn gegenz*. Ist dariiber
hinausV?f (o) auf einer Kugelumgebung vatt lipschitzstetig, so konvergiert
die Folge{x¥)},. mindestens quadratisch.
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