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Chapter 1

Analyse-Grundlagen
numerischer Verfahren

1.1. Einfiihrung

Die numerische Mathematik vermittelt zwischen verschiedenen mathematischen
Gebieten; sie dient dem Losen von Aufgaben aus klassischen Bereichen der
Mathematik. Sie untersucht Folgen, die sich aus dem Ubertragen mathema-
tischer Methoden auf Rechner ergeben, sofern mit diesen Methoden Aufgaben
auf in sich dichten Zahlbereichen zu l6sen sind. Die Folgen betreffen sowohl die
mathematischen Methoden als auch die Ergebnisse numerischen Rechnens:

1. Entwickeln implementierbarer Algorithmen zum Losen mathematischer
Aufgaben; das sind solche Algorithmen, die man als Grundlage fiir ein
Rechenprogramm verwenden kann.

2. Bewerten von Algorithmen hinsichtlich Effizienz, Konvergenz, Storver-
halten, Rundungsfehlereinfluss und dhnlichem. Hier sind zwei Aspekte zu
beachten: Einerseits geht es um die mathematische Giite der Algorithmen,
andererseits um die Giite des entsprechenden Rechenprogramms.

Um diese Fragen zu motivieren, betrachten wir einige Beispiele.

1.1. Beispiel: Es ist die Grofle w = 9x* — y* +2y? fiir x = 40545 und y =
70226 zu berechnen. Wir nutzen die folgenden vier mathematisch gleichwertigen
Formeln:

wi = (9-x-x-x-x—y)+2-y-y,
B-x-x—yy)-Gx-x+yy) +2-y-y,
wy = (2.3 y—y-yyey),

wy = (9t 42-y-y)—y"

w2
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Bei siebenstelliger dezimaler Rechnung erhalten wir folgende Ergebnisse:

wi = —9.990137-10'2,
wy = 9.863382-10°,
ws = 0.000000,

ws = —1.000000-10"3,

Bei vollem Ausnutzen der Stellenzahl eines Taschenrechners (intern etwa 12
Dezimalstellen) und anschlieBendem Runden auf sieben Dezimalstellen erhalten
wir:

wi = —9.366178-108,
1.000000- 10°,
W3 1.800000- 10°,
ws = 8.000000-108.

w2

Das sind acht unterschiedliche Resultate. Ahnlich unterschiedlich sind die
Ergebnisse eines C-Programms auf einer Workstation. Welches Ergebnis kommt
dem wahren am néchsten? Vertauscht man die Eingabedaten x und y, erhéalt
man die folgenden Resultate:

7 —stellig 12 — stellig
w; = 2.161918-10% 2.161918-10%°,
wy = 2.161917-10%° 2.161918-10%°,
wy = 2.161918-10% 2.161918-10%0,
wy = 2.161918-10%° 2.161918-10%0,

In diesem Falle gibt es offensichtlich keine Probleme bei der Frage nach dem
richtigen Ergebnis. @

1.2. Beispiel: Es ist das lineare Gleichungssystem

Xy + %Xz + %X3 + %X4 = 1
5X1 + 3X2 + 7% + X4 = 1
§X 1 + sz + §X3 + 6364 = 1
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auf einem Rechner zu 16sen. Die exakte Losung lautet
x1=—-4, x =060, x3=-180, x4 = 140.

Gibt man die Koeffizienten %, % und % nacheinander mit 4, 5, 6 oder 8 genauen
Stellen ein, so wird man folgende Ergebnisse erhalten:

4 —stellig 5 —stellig 6 —stellig 8 —stellig
x| = —5.8999 —4.1814 —4.0262 —4.0003
Xy = 80.5437 61.9951 60.2963 60.0033
x3 = —228.5033 —184.7562 —180.7181 —180.0080
x4 = 171.1528 143.0748 140.4694 140.0052

Erkennbar bewirken kleine Anderungen in den Eingabedaten grofie Anderun-
gen im FErgebnis. Wesentlich ist, dass die Losung der Aufgabe empfindlich auf
Storungen in den Eingabedaten reagiert; dies ist eine vom Algorithmus unab-
hangige Eigenschaft. @

1.3. Beispiel: Es ist das bestimmte Integral

1
In:/ Kle Fdx
0

fiir verschiedene natiirliche Zahlen n zu berechnen. Leicht sieht man, dass

I() = e—l,
L, = —l+4nl,_;, i=12,...

und
b 1 e
O<In:/ x"e _xdx<e/ X'dx =
0 0 n+1
gilt. Verwendet man nun die obige Rekursionsformel, um [, fiir n =1,2,... zu

berechnen, so erhélt man folgende Resultate bei 7-stelliger bzw. 16-stelliger
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Rechnung:
n I, (7—stellig) I, (16— stellig)
0 1.71828 1.71828
2 0.43656 0.43656
4 0.23877 0.23876
6 0.16304 0.16292
8 0.13024 0.12332
10 0.72160 0.09911
12 82.2512 0.08281
14 14954.72 0.07110
16 0.06506
18 0.90685
20 323.60412
20 149482.10144

Fiir groflere Werte von n sind die Ergebnisse offensichtlich falsch. Beachtet man
aber

lim I, =0,

n—oo

und setzt etwa I1g = 0, so lassen sich die Werte Iy, ..., Iy nach der Formel

IREA
N n

In—l

berechnen; es ergibt sich bei 7-stelliger bzw. 16-stelliger Rechnung;:

n I, (7T—stellig) I, (16— stellig)
0 1.71828 1.71828

2 0.43656 0.43656

4 0.23876 0.23876

6 0.16290 0.16290

8 0.12222 0.12222
10 0.0 0.0

Obwohl der wahre Wert fiir 119 etwa 0.097 betréagt, der Eingabefehler also relativ
grofl war, ergeben sich fiir Iy, ..., Iy gute Resultate. @

Beim ersten Beispiel sehen wir, wie verschiedene, aber mathematisch aquiva-
lente Algorithmen unterschiedliche Ergebnisse liefern. Das zweite Beispiel zeigt,
dass eine kleine Anderung der Eingabedaten eine grofe Anderung der Aus-
gabedaten bewirken kann. Einen dhnlichen Effekt bemerken wir beim dritten
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Beispiel: Kleine Rundungsfehler, die wiahrend der Rechnung auftreten, werden
extrem verstirkt und fithren zu unsinnigen Resultaten. Ursachen fiir diese Ef-
fekte sollen nun untersucht werden.

Die verschiedenen Fehlerarten begrenzen die Genauigkeit der Losung einer Auf-
gabe. Zum Klassifizieren dieser Fehlerarten betrachten wir die allgemeine Vorge-
hensweise beim Losen eines Problems. Am Anfang steht die mathematische
Modellierung. Das mathematische Modell ldsst sich als eine Vektorfunktion ¢
auffassen, die aus einer Menge D ER” in eine Menge W £ R™ abbildet. Aus
einem Satz von Eingabedaten x € D ist ein Satz von Ausgabedaten y € W zu
berechnen. Ein numerisches Problem ist nun gerade dadurch gekennzeichnet,
dass auf dieser Stufe die Eingabedaten als fehlerbehaftet anzusehen sind. Die
Ursachen dieser Datenfehler sind unterschiedlich. In den meisten Féllen wer-
den die Eingabedaten aus physikalischen Messungen, statistischen Erhebungen
oder dhnlichem gewonnen. Damit unterliegen sie gewissen Unsicherheiten. Es
ist auch moglich, dass die Daten des Problems selbst Ergebnis des Losens eines
anderen Problems sind. Auch in diesem Falle miissen wir annehmen, dass sie
fehlerbehaftet sind. Wesentliche Eigenschaft dieser Datenfehler ist die, dass
sie unabhéngig vom Algorithmus auftreten. Folglich muss man anstelle eines
Eingabedatensatzes eine Menge von moglichen Eingabedaten

X={x+06x|dxeA}

betrachten. Die Menge A charakterisiert hier die Datenunsicherheit. Damit
gibt es auch eine Menge von moglichen Ergebnissen

Y={ok)|xeX}.

Im néchsten Schritt des Problemlosens ist aus der Menge X der moglichen
Eingabedaten ein Datensatz x auszuwéahlen. Dieser Eingabedatensatz wird sich
von den exakten Daten unterscheiden. Damit unterscheidet sich das Ergebnis
@(x) auch vom exakten. Dieser Fehler in der Losung wird nicht durch den
Algorithmus beeinflusst; er ist ein unvermeidbarer Fehler. Sodann wihlen
wir fiir das mathematisches Problem einen numerischen Algorithmus ¢ zum
Losen der Aufgabe aus. Wir bendétigen eine konkrete Vorschrift zum Berech-
nen der Ausgabedaten aus den Eingabedaten. Natiirlich soll die Aufgabe nach
endlicher Zeit gelost sein. Folglich kénnen nur endlich viele Rechenoperatio-
nen ausgefithrt werden. Die meisten mathematischen Probleme erfordern aber
zum Losen unendliche Prozesse (Reihenentwicklungen, Grenziibergéinge usw.).
Diese sind daher durch endliche Prozesse zu ersetzen. Der dabei auftretende
Fehler wird als Verfahrensfehler bezeichnet. In einem letzten Schritt wird der
numerischen Algorithmus ¢ auf einem Rechner ablaufen. Wie wir spéter sehen
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werden, arbeitet der Rechner nur mit einer endlichen Menge von Maschinen-
zahlen. Beim Ubergang von den reellen Zahlen x zu Rechnerzahlen % und dem
effektiven Ausfiithren eines Algorithmus auf einem Rechner treten Rundungs-
fehler auf. Das berechnete Maschinenergebnis wird sich von dem erwarteten
unterscheiden.

Zusammen sind drei Fehlerarten zu konstatieren: Datenfehler, Verfahrensfehler
und Rechen- oder Rundungsfehler. Verfahrensfehler untersucht man im Zusam-
menhang mit dem entsprechenden Algorithmus. Sie hdngen eng mit der Kon-
vergenz und der Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren zusammen. Die
Auswirkungen von Datenfehlern beim Anwenden numerischer Verfahren sind
weitgehend unabhéngig vom gewihlten Algorithmus; sie sind eine der numerischen
Aufgabe innewohnende Eigenschaft: Kleine Anderungen in den Eingabedaten
konnen zu grofen Anderungen im Ergebnis fithren. Jedoch lassen sich schon
jetzt iiber das Wirken von Daten- und Rundungsfehlern prinzipielle Aussagen
machen.

1.2. Maschinenzahlen und Computerarithmetik

Ublicherweise werden REAL-Zahlen auf einem Rechner in der sogenannten
Gleitpunktdarstellung

x=20mmy...m;-b°=F£0.mymy...m pe

abgespeichert. Die zweite Form nennt man auch halblogarithmische Darstel-
lung. Diese werden wir vorwiegend verwenden. Wir bezeichnen die Grofle

m=0mmy...m;

als Mantisse, b als Basis und e als Exponenten. Die Mantissenziffern m,ms,,...,m;
nehmen die Werte 0,1,...,b—1 an. Als Basis werden meist Zweierpotenzen
verwendet. Um die arithmetischen Grundoperationen iiber schnelle Mikro-
programme zu realisieren, wird fiir jede REAL-Zahl gleich viel Speicherplatz
genutzt. Damit sind Mantissenldnge und Grofle des Exponenten beschriankt.
Ein Maschinenzahlbereich

M = M(b,t,e,2).

ist durch die Angabe der vier Parameter Basis b, Mantissenlange ¢, kleinster
Exponent e und grofiter Exponent e charakterisiert. In der obigen Form ist

die Darstellung einer Maschinenzahl noch nicht eindeutig. So ist zum Beispiel
durch

0.10000- 10", 0.01000- 107
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jeweils die gleiche Zahl festgelegt. Fordern wir aber von der Gleitpunktdarstel-
lung einer Zahl x, dass ihre erste Mantissenziffer im Falle x # 0 ungleich Null
sein soll, erhalten wir die normalisierte Gleitpunktdarstellung. Fiir sie gilt

1

E§m<1 fir x=#0,

m=0 fir x=0
und

géeié

1.4. Beispiel: Bei IBM-Grofirechnern wird fiir eine REAL-Zahl in einfacher
Genauigkeit ein Speicherplatz von 4 Bytes bzw. 32 Bits, verwendet. Die Basis
der Zahldarstellung ist 16. Die Aufteilung des Speicherplatzes lédsst sich an
folgendem Schema ablesen.

v ¢ mj my ms3 my ms me

111111

Das erste Bit enthilt das Vorzeichen (v =10 fiir x=20 und v =1 fiir x < 0). In
den folgenden sieben Bits ist der Exponent codiert. Es gilt ¢ = e+ 64. We-
gen 0= ¢c=27—1 =127 gilt —64=¢ =63, also e = —64 und é = 63. Die Bits 9
bis 32 enthalten die sechs Mantissenziffern, wobei fiir jede Ziffer vier Bits zur
Verfiigung stehen. Damit darf jede Ziffer Werte zwischen 0 und 15 annehmen.
Die Ziffern werden im Hexadezimalsystem iiblicherweise mit 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8,9, A, B, C, D, E, F bezeichnet. Es handelt sich hier um den Maschinen-
zahlbereich M(16,6,—64,63).

Fir eine REAL-Zahl doppelter Genauigkeit werden 8 Bytes zur Zahldarstel-
lung genutzt. Die ersten vier Byte sind wie bei einfach-genauen REAL-Zahlen
genutzt. Die zusétzlichen vier Bytes nehmen weitere acht Mantissenziffern auf.
Es ergibt sich folgende Darstellung:

N C mj mp ms3 my ms me

111111

msj mg mg mio mii mi2 mi3 miq

333435363738394041424344454647484950515253545556 5758596061 6263 64
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Wir erhalten den Maschinenzahlbereich M(16,14,—64,63). v

Der auf dem Rechner iiber Mikroprogramme realisierte Befehlssatz beeinfluf3t

die Zahlendarstellung wesentlich; die arithmetischen Operationen sind aus 6konomis-
chen Griinden iiber Mikroprogramme realisiert und die Zahldarstellung ist so
gewahlt, dass die Mikroprogramme méglichst schnell ablaufen.

Offensichtlich ist die Menge der Maschinenzahlen endlich. Die Maschinenzahlen
liegen symmetrisch zum Nullpunkt: Mit x € M gilt auch —x € M. Es gibt
eine betragsgrofite Maschinenzahl max= (1 —b~")b® und aufer der Null eine
betragskleinste Maschinenzahl min= »¢~!. Die Anzahl der in M(b,t,e,é) en-
thaltenen Maschinenzahlen lésst sich berechnen; sie betréagt

M| =2(b—1)b""te—e+1)+1.
Fiir unser erstes Beispiel gilt

max = (1-16"9)16% =16% — 167 ~7.237-107,
min = 167 1=16"%~5.398.1077°,
IM| = 4026531841.

Fiir das zweite Beispiel erhélt man

max = (1—-16"1%16% =16% —16% ~7.237-107,
min = 167 1=16"%~5.398.107"°,
IM| = 17293822566102704641.

Die reellen Zahlen sind in geeigneter Weise auf die Maschinenzahlen abzubilden.
Das gilt nicht nur bei der Eingabe, sondern auch wihrend der Rechnung, da
das Ergebnis von arithmetischen Operationen mit Maschinenzahlen i. a. keine
Maschinenzahl ist. Diese Abbildung werden wir mit rd (Rundung) bezeichnen.
Eine sinnvolle Forderung an die Rundung wére:

lx—1d (x)] S |x—y| VxeRVyeM.

Die reelle Zahl x wird auf jene Maschinenzahl y = rd (x) abgebildet, die ihr am
ndchsten liegt. (Existieren zwei nichstgelegene Maschinenzahlen, wird z.B. die
betragskleinere von ihnen genommen.) Dabei konnen Probleme auftreten. Es
sind drei Félle zu unterscheiden:

1. |x| > max
Eine sinnvolle Abbildung von x in M ist nicht mdoglich. Diese Situation
wird als Exponenteniiberlauf (engl. overflow) bezeichnet. Sie fiihrt im
allgemeinen zum Programmabbruch.
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2. 0 < |x| < min
Es wird rd (x) = 0 gesetzt. Die gesamte Information, die in x steckt, geht
verloren. Diese Situation wird als Exponentenunterlauf (engl. underflow)
bezeichnet und wird i. a. nicht angezeigt.

3. min = |x| < max
Nur in diesem Falle ist eine sinnvolle Rundung moglich. Es sei

y=rd (x) =m-D°.

Dann liegt die Zahl x mit Sicherheit in einem der Intervalle

1 1
v,y + EbH] oder [y — ib"’_’,y]-

Damit gilt

lx—rd (x)| = =b°".

0| =

Beachtet man noch, dass |x| Z 5! gilt, so folgt

x—rd (x)

< L1

= eps.
> p

Durch die Zahl eps ist das relative Rundungsfehlerniveau des Maschinen-
zahlbereichs M festgelegt; sie wird als relative Maschinengenauigkeit
bezeichnet. Fiir die Rundung gilt somit in diesem Falle

rd (x) =x(1+ &), & =Zeps.

Bemerkung: Fiir einen konkreten Rechner lédsst sich die relative Maschinen-
genauigkeit folgendermaflen ermitteln:

epS:min{xeM\xiO, gl(1—|—x)>1}.

Dabei bezeichnet gl (o) das Gleitpunktergebnis einer Operation, also das
Ergebnis, das ein Rechner nach eventueller Rundung liefert. Die relative Maschi-
nengenauigkeit eps ist die kleinste positive Maschinenzahl x, fiir die sich das
Ergebnis der Operation 1+ x in diesem Maschinenzahlbereich von 1 unterschei-
det.
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1.5. Beispiel: Im Maschinenzahlbereich M(16,6,—64,63) betréigt die relative
Maschinengenauigkeit

1 1
eps=~16'"0=-16"~0.476837-107°.
2 2
Im Maschinenzahlbereich M(16,14,—64,63) erhilt man

1 1
eps = E161—14 — 516—13 ~0.111022-10~ 1.

@

Wir stellen kurz dar, wie die Addition von zwei Zahlen auf einem Rechner
ablduft. Dazu betrachten wir den Maschinenzahlbereich M(16,6,—64,63). Es
seien die zwei Zahlen

x=2912.57, y=27.0165

zu addieren. Bei der Eingabe werden diese Zahlen auf entsprechende Maschi-
nenzahlen abgebildet(konvertiert). Wir erhalten

£=0.B6091F1g3, §=0.1B04391¢2.

Diese Werte unterscheiden sich von den urspriinglichen Daten. Es gilt

£=x+6x, Ox =~ 0.68350-10%
J=y+8y, &y ~ —0.52492-10".

Der relative Konvertierungsfehler betragt

5 5
O 20234671077 bzw. 22~ —0.19430-107°,

X y
liegt also jeweils unterhalb der relativen Maschinengenauigkeit. Vor der Ad-
dition der beiden Zahlen findet ein Exponentenangleich statt. Dabei wird die
Mantisse der betragskleineren Zahl soweit nach rechts verschoben, bis die Ex-

ponenten beider Zahlen iibereinstimmen. Erst dann sind die Zahlen addierbar.
Man erhélt:

0.B6091Fo1 g3 +0.01B0439153 = 0.B7B96291 3.

Das Zwischenergebnis wird noch auf eine Maschinenzahl abgebildet und eventuell
normalisiert. Insgesamt gilt damit

gl (x4+y) =rd (£+9) = rd (0.B7B962s153) = 0.B7BI63143.
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Der absolute Gesamtfehler betragt
gl (x+y)— (x+y) ~ 0.16988 - 10>,

der eigentliche Rundungsfehler betréigt dagegen
rd (£+9) — (£49) ~0.10681-1073.

Der Unterschied zwischen diesen beiden Fehlern ist der unvermeidbare Fehler;
hier also die Auswirkung des Konvertierungsfehlers:

(£+9) — (x+y) ~0.6307- 1074,

In diesem Falle sind Rundungsfehler und unvermeidbarer Fehler von derselben
Groflenordnung. Das gilt aber nicht immer. Von einem guten Algorithmus
sollte man erwarten, dass der erzeugte Rundungsfehler nicht wesentlich grofler
ist als der unvermeidbaren Fehler. Ein weiterer, wesentlicher Unterschied beim
Rechnen mit Maschinenzahlen gegeniiber dem Rechnen mit reellen Zahlen ist
der, dass Assoziativ- und Distributivgesetze nicht mehr gelten.

1.6. Beispiel: Es sei die Summe s der drei Maschinenzahlen
£=0.B6091F1g3, §=-0.B6091D1g3, 2=0.1B043915-2

aus dem Maschinenzahlbereich M(16,6,—64,63) zu berechnen. Dazu addiert
man die Zahlen geméfl s = (£ +9) +Z oder s =X+ (§+2). Man erhélt

(x+y)+z=0.20000015-2+0.1B043915-2 = 0.3B04391 g-2
beziehungsweise
x+(y+2) = 0.B6091F1g3 — 0.B6091B1g3 = 0.4000001g~2.

@

Diese kleinen Beispiele belegen, dass sich die arithmetischen Grundoperationen
auf einem Rechner wesentlich von den entsprechenden Operationen im Bereich
der reellen Zahlen unterscheiden kénnen. Um den Unterschied zwischen den
Gleitpunktoperationen und den iiblichen arithmetischen Operationen deutlich
zu machen, verwenden wir die Symbole ”®” | & 7©" und "*@” statt 74",
me=r 07 und /7. Von diesen ”Ersatzoperationen™ erwarten wir im besten
Falle, dass das Ergebnis Xo§ fiir zwei Maschinenzahlen £ und y im Rahmen der
Maschinengenauigkeit mit dem exakten Ergebnis iibereinstimmt. Dabei steht
7¢o™ fiir eine der vier Operationen ”®” , &, "®” und "®”. Sind x und
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y zwei reelle Zahlen, sowie £ =rd (x) und § = rd (y) die ihnen zugeordneten
Maschinenzahlen, so gilt bei den heute iiblichen Rechnern:

gl (x+y)=£ @ y=rd (R +9)=RF+9)(1+ &),
gl (x —y)=foy=rd (£ - 9)=(x - J)(1 + &),

gl (x-y)=f©y=rd (£-3) =(£-9)(1 + &),

gl (x/y)=f0y=rd (£/9) =(&/9)(1+&) fir $F#0,

wobei fiir die erzeugten relativen Rundungsfehler
& Seps, i=1,2,3,4
gilt.
Diese Rundungsfehler sind typisch fuer arithmetische Operationen. Es ist nun

wichtig, zu verfolgen, welchen Einfluss die einzelnen Rundungsfehler auf den
Gesamtfehler im Ergebnis haben.

1.3. Fehlerfortpflanzung
Wir betrachten einen Algorithmus als Vektorfunktion
: DER" —R"™

Zunachst wollen wir uns fiir eine Abschétzung des unvermeidbaren Fehlers in-
teressieren. Es seien dazu durch x € R" die exakten Eingabedaten gegeben. Wir
verfiigen aber nur iiber gestorte Daten x + 0x. Der unvermeidbare Fehler, als
Auswirkung des Datenfehlers dx, ist durch

0y = ¢(x+06x) — ¢(x)

gegeben. Ist die Vektorfunktion ¢ zweimal stetig differenzierbar, so ldsst sich
der unvermeidbare Fehler abschéitzen. Durch TAYLOR-Entwicklung erhélt man

Px+8x) = @(x)+¢'(x)8x+0(||8x])
Fiir
O1(x1,x2, ..., Xn)
o(x) = ¢2(x1,x2.,...,xn)

O (X1,X2, ..., Xn)
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gilt
doi(x) deix) . dei(x) \
x| ox> aXn
Ipx) Ipx) . I;x)
x| x> axn

\9<Pm(X) IPm(®) 9%()6))

ox 1 axZ axn

Wir werden die Betrachtungen in der sogenannten ersten Niaherung fortsetzen.
Wir vernachlissigen alle Terme hoherer Ordnung, in diesem Falle O(||8x|?).
Um die erste Ndherung zu kennzeichnen, verwenden wir statt des Gleichheit-
szeichens das Symbol 7="". Wir erhalten fiir die einzelnen Komponenten von

¢
PR w10 S

(Pl(x+6x) - ¢l(x)+j; axj 6x]7 1_17"'7ma

beziehungsweise
d @;(x) .

Oyi = @i(x+ 6x) — Z 8x] xj, i=1,...,m.

Die Groflen
_ 99i(x)
Cij(p) = Ix;

geben an, wie sich der absolute Fehler ox; der j-ten Komponente von x im
absoluten Fehler 8y; der i-ten Komponente von y auswirkt. Sie heiffen absolute
partielle Konditionszahlen. Gelten fiir alle Eingabefehler ox;, j=1,...,n,
Ungleichungen der Form

|0xj| = Keps|xj|, j=1,...,n,
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so ergibt sich die folgende Abschéitzung fiir den absoluten unvermeidbaren
Fehler der Komponente y;:

0yi| =

A -
1=

1A
=
@D
E

KA.M

Das Zeichen ™ =" bedeutet dabei ”kleiner oder gleich in erster Niherung”.
Gilt x; #0 fiir j=1,...,nund y; #0 fiir i = 1,...,m, so lassen sich auch die
relativen Fehler abschédtzen. Man erhélt

oyi i I 29i(x)

Vi i=1 (Pl ) ax]

i Xj 8§Dl 5)6]'
=\ (x) Jx;j xj )
Durch die Grofien

o) — N 99i)
(#) @i(x) Ix;

0x;

sind Faktoren gegeben, mit denen sich relative Eingabefehler 6x;/x; in den
Komponenten von x im relativen Fehler 8y;/y; der Ergebniskomponenten ver-
stiarken. Sie heiflen relative partielle Konditionszahlen. Nimmt man nun
wieder an, dass die Eingabefehler Ungleichungen der Form

Ox;
—J| =Keps, j=1,....n

gl =
el =|

erfiillen, so erhélt man die folgenden Abschétzungen fiir die relativen unvermei-
dbaren Fehler der Losungskomponenten 0y;:

xj Jd@i(x) Ox;
(Dl(> 8xj Xj

n

< Keps Z

y
il =15 :

, 1=1,....m.

Wie wir an den Abschédtzungen erkennen, héngt der unvermeidbare Fehler
nur von den Eingabefehlern und vom durch ¢ repréasentierten mathematischen
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Problem ab. Der Algorithmus, den man zum Loésen dieses Problems anwendet,
spielt an dieser Stelle keine Rolle.

Beim Abarbeiten eines konkreten Algorithmus auf einem Rechner treten Run-
dungsfehler auf. Die Auswirkung dieser Rundungsfehler auf das Endresultat
studiert man prinzipiell auf die gleiche Weise wie den Eingabe-Fehlereinfluss.
Dazu wird die Funktion ¢ in der Form

(p:¢(r>o¢(r_1)o...o¢(l)

dargestellt. Die Funktionen (p(l), [=1,...,r stellt man sich im einfachsten Falle
als arithmetische Verkniipfungen von Zwischenergebnissen vor. Damit gilt

Y = oDy (r=2)y,
y= gyt

Auf jeder Stufe [ entsteht ein zusétzlicher Rundungsfehler ). Die Auswirkung
dieses Fehlers auf das Endergebnis y wird durch Untersuchung der Restabbil-
dung

l//(l) — (p(r) o (p(r_l) 0---0 (P(H'l)

abgeschétzt. Diese Vorgehensweise bezeichnet man als differentielle Fehleranal-
yse. Sie ist nur fiir einfache Algorithmen durchfiihrbar. Man erhélt schnell
uniibersichtliche Resultate. Wir nutzen die differentielle Fehleranalyse zur Un-
tersuchung der Fehlerfortpflanzung bei elementaren Funktionen. Absolute und
relative Konditionszahlen gebréauchlicher Funktionen sind in der folgenden Tabelle
zusammengestellt.

Wir wollen nun die Fehlerfortpflanzung der elementaren arithmetischen Oper-
ationen untersuchen. Dabei werden wir etwas einfacher vorgehen als bei der
differentiellen Fehleranalyse. Wir nutzen die Erkenntnisse, die wir am Ende
von Abschnitt gewonnen haben. Mit x und y bezeichnen wir wie iiblich
die exakten Daten, und mit £ = x(1+¢&;) und y = y(1+¢,) die gestorten Daten.
Die Fehlerterme & und g, seien dabei von der Groéfilenordnung der relativen
Maschinengenauigkeit eps.
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x- f'(x)
f(x) ICOI =1 )] | le(f)l =
f(x)
x% (0 €Ry) ox|*! a
1 1
v N 2
1
-1 L
X 2 |
1 1
Inx —
| x| | Inx|
e e | x|
sinx | cosx| |xcotx|
CosXx | sinx]| |xtan x|
. 1 2x
anx
cos2 x sin2x

Table 1.1: Absolute und relative Konditionszahlen elementarer Funktionen

Addition und Subtraktion: Es gilt

glx+y) = f@9y=rd(®+9)=(E+F)(1+¢), (le]=eps)
(x(14&)+y(1+&))(1+¢€)
x(1+&)(1+€)+y(1+8)(1+¢)

= x(1+&+e+&e)+y(l+¢e+e+ege)

X y
= 1+—(&,+€+6€E ——(&,+€+¢€,€) ).
(.x—|—y) ( +x+y< x+ + X )+x+y( y—" + y ))

Arbeiten wir nun in erster Naherung, so vernachléssigen wir alle hoheren Poten-
zen und Produkte von Fehlertermen der Gréflenordnung eps. Damit erhédlt man

ol (x4+y) = (x+y) <1+)%y(£x+e)+)%y(8y+e)>

. X y
= (x+ 1+—e +——¢,+€].
( y)( x+yx x—|—yy )

Fiir die Subtraktion ergibt sich analog

gl(x—y) = (x—y) <1+xx—y<£x+8)—x%y(8y+8>)
(
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Relative Fehler in den Eingabedaten x und y werden hier daher mit den Faktoren
x/(xty) bzw. +y/(xLy)

verstarkt. Diese Faktoren kénnen beliebig grofl werden. Das ist bei der Sub-
traktion insbesondere dann der Fall, wenn x ~ y gilt, falls also zwei Zahlen
voneinander subtrahiert werden, die ungefihr gleich grof§ sind. Fehler in x
und y werden dann extrem verstéirkt, wohingegen bei der Operation selbst oft
kein zusédtzlicher Rundungsfehler erzeugt wird. Diese Erscheinung wird Aus-
16schung genannt.

1.7. Beispiel: Wir addieren zwei Zahlen im Zahlbereich M(16,6,—64,63).

£ = 0.AB332Fg2E
§ = -0.AB1DCB{g2E
£®9 = 0.001554142E

—  0.1554001430

Die fehlerbehafteten Stellen sind jeweils unterstrichen. Die Addition wird ex-
akt ausgefithrt. Aber wihrend in den Eingabedaten noch drei sichere Stellen
vorhanden sind, ist es im Ergebnis nur noch eine. Der Verstarkungsfaktor fiir
die Eingabefehler betrigt also etwa 16 = 256. @

Addition und Subtraktion sind gefahrliche Operationen. Beim Programmieren
sollte man darauf achten, dass Ausloschung vermieden wird.
Multiplikation: Es gilt

gl(x-y) = 20F=rd(£-9)=(£-9)(1+€), (lg|=eps)
= (x(1+&) y(1+g))(1+e¢)
= (x-y)(1+ &+ & +E+EE +EE+EEFEEE)
= (x-y)(1+&+¢g+e).

Die relativen partiellen Konditionszahlen sind beide gleich 1. Es findet keine
Fehlerverstiarkung statt. Die Multiplikation ist eine "*gutartige” Operation.
Division: Es gilt

gl(x/y) = 20y =rd(%/)
= (&/9)(1+¢), |e|=eps)

x(1 4 &) _x(1+e)(l+¢)

y(1+8y)< ) y 1+¢

x(1+&)(1+e)(l—¢g)  x
- =—(14+¢& —¢&,+€).
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Die Verstarkunsfaktoren der relativen Eingabefehler €, und &, sind betragsméfig
gleich 1. Die Division ist ebenfalls eine "gutartige” Operation.
Nun sind wir in der Lage, kleinere Algorithmen zu analysieren.

1.8. Beispiel: Es ist z = x> —y? zu berechnen. Der unvermeidbaren Fehler ist
mittels differentieller Fehleranalyse angebbar. Durch

t=x+ox=x(14+¢&), y=y+0oy=y(l+¢)

seien die entsprechenden Rechnerdaten gegeben. Dann gilt fiir den unvermeid-
baren Fehler

0z = 2x0x —2ydy

beziehungsweise
62 ‘ x2 y2
H=—=2g"F5&— 57 5%
Z x=—y x> —y

Gilt |&/,|&y| = Keps, so folgt

. 2 2
< X" +y
“LL| = ZKGPSW

Wir betrachten zwei Algorithmen zum Berechnen von z.
Algorithmus 1:

2 2
=X, 2=y, =142

Auf einem Rechner wird aber der folgende Algorithmus realisiert:
Algorithmus 1’

21=X0X 22=Y09, =2162,

1
(-2 (1+¢&)—@-9)(1+&)/(1+e)

2 2
= R 1+ st — et €
o Y £2—2 1 £2—52 27T )

Dann gilt:
21 (£-%)(1+¢€),
2 = (9)(1+8&),
2= (G-2)(1+8)
[
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Der relative Gesamtrundungsfehler dieses Algorithmus ist in erster Ndherung
durch
2 2 52 2

£ $ .
— — €& — = —& + & = £ — &+ &3
2R T2 22 12

p =
gegeben. Er wird geméf
. 22 82 2 2
- X +y L[ Xty
pul = (lﬁZ—ﬁ2\+1)epS_ <|x2—y2\“>eps

abgeschitzt, falls wieder |g| < eps fiir i = 1,2,3 gilt.
Algorithmus 2:

21=xX+y, Z2=x—Y, =212

Auf einem Rechner ist dann folgender Algorithmus zu betrachten:
Algorithmus 2’

2]:)(7/\@),7\, 22:)2@),}\3 2:21®ZZ'

Es gilt:
2t = E+9)(1+¢g),
22 = ()’C\—}’/\)(l-i—gz),
2= (21-2)(1+&)
= E+9)(+e) E=9)(1+&) (1+&)
= R-P)(1+e+a+8) =2 —y)(1+e+e+83).

Der relative Gesamtrundungsfehler dieses Algorithmus ist in erster Ndherung
durch

U = &+ &+ &3

gegeben und wird durch

2| = 3eps

abgeschétzt.
Der erste Algorithmus ist daher vorzuziehen, falls || = |up| gilt; der zweite
Algorithmus sollte angewendet werden, falls || < |uy| gilt. Da

3 < x2+y2

< +1
X2 — y?|
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genau dann gilt, wenn

2

[IA

<) 5
A

3,

[OSHIE

sollte man den zweiten Algorithmus - also im Falle 1/4/3 = |x/y| = /3 - anwen-
den, andernfalls den ersten. @

Bei diesem Beispiel bestimmt die Gréfle der Eingabedaten den anzuwendenden
Algorithmus. Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es auch Félle, in denen der
eine Algorithmus stets besser ist als der andere.

1.9. Beispiel: Es ist die betragskleinere Losung der quadratischen Gleichung
x2—2px+q:0, pZ0, ¢g=0, pz—qZO

zu berechnen. Die Eingabedaten sind in diesem Falle p und ¢, und die Losung
lautet

x=p—Vp*—q=9(p,9)-

Der erste Algorithmus ergibt sich aus der naiven Auswertung dieser Losungs-
formel.
Algorithmus 1

2
=P, X2 =X1—¢(, x3:\/~x7 X = p—X3.

Auf einem Rechner ist der folgende Algorithmus realisiert:
Algorithmus 1’

f1=gl(p?), Z=gl(®1—q), H=gl(V&), ft=g(p—).
Es gilt:

fio= [p(1+&)f(1+e)
= p2(1—|—2£p—|—81):x1(1—|—2£p—|—81),

fo= Bi—q(1+g)/(1+e&)

= [p*(1+2¢,+&)—q(l+¢)(1+&)
9) 2 2
. 2 P q P
= (p°—q) <1+—8 ——1—¢ +—81+82>
( pr—q?’ pr—q? pr—gq
2p? q p?

= x(l1+ Ep — &+ 81+82>7
( pP—q? p*—q? p:—q
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B = VE(l+e)

2p? q P? )
= (Inll+5————€+——¢€+8& | (1+8)
\/ < P-q" pP—q’ p’—q

p? q p? 1
= x3( 1+ €, — € +—€1+—€2+€3),
( pr—q " 20p*—q) 7 20p*—q) 2

=
I

[p(1+&p) —%3](1+&4)

= {P(I‘FSP)
2 2
D q p 1
—x3(1+——¢,— E,+ & +=-6&+8&3 ](1+84)
< pP—q’ 2(p2—q) ! 20p*-q) 2
2
. p p q
p—x3 (p—x3)VpP*—q 2(p—x3)\/P*—q
p? pt—q Pt—q

Mit
o q
P—X3=P—vVvVpPp —(q > )
pP+vVDP —q
also
I p+vVrPP—q
P —X3 q

erhalt man daraus

pV/p*—q—p? +p+\/p — Pp+Vp2—
— VP —q)\/ P? —q PP—q o 2q\/p?—q
VPP —qlp+Vp*—9q) 82_\/119 —q(p+vVp*—q)

1+

=
|

= X

&+ &
2q q
=Ly P p+\/p -
= X —Tp_l_
\/p —q 2 —q

p+\/p — VP —q(p+/p*— ( )
€ — EH+E |+ & .
2q\/p — q
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Der relative Fehler ist in erster Ndherung durch

mit dem unvermeidbaren Fehler

go= — L 8+p+‘p2_q8
X — 92 q
VvV Pr—q 2V P?—q

und dem in diesem Algorithmus erzeugten Rundungsfehler

) . ple+vrr-qa . VrP—ap+VpP—q) (1
& = — £ — &+ &) +&
29/ P> —q q 2

gegeben. Fiir g ~ p? liegt der Rundungsfehlereinfluss in der GréSenordnung
des unvermeidbaren Fehlers. Fiir ¢ < 1 wird der Rundungsfehler i. a. beliebig
grof}, auch wenn der unvermeidbare Fehler klein ist!

Algorithmus 2:

2
X1=pPp, X2=X1—(¢, X3=+/X2, X4:p+X3, XZQ/.X4.

Auf einem Rechner sei der folgende Algorithmus realisiert:
Algorithmus 2’

=gl (p?), X=gl(t—q),
=gl (V&), f=gl(p+i), £=gl(g/%).

Die Berechnungen bis x3 entsprechen denen aus dem ersten Algorithmus. Wir
iibernehmen daher die Fehleranalyse bis einschliellich x3. Es gilt

2 2
L p q p 1 )
=l — €, + el +-& 48 ).
( PP—q’ 2(p2—q) ! 20p*-q) 2
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Weiter erhalt man

X4 = (p(1+8p)+53)(1+&4)

= p(1+¢g,)(1+&)
p? q p? 1
+x3 (1—|——S — g+ 81+—82+83> (1+&4)
pP—q " 20pP—q) 1 2(p*—q) 2
2
. p p
= x4 |1+ + &p
<p+\/p261 (p+\/p261)\/p261>
— E,+ p2 &
q
2(p+\/p2—q)\/p2—q 2(p+ VP -9V —q
+ P - (182+83>+84
p+/p:—
und
. 1+¢
g = AUTE)
X4
| p q
= I+&— €+ &
X4 VPi—q 2p+VPP—-9Vri—q
_ 2]92 > €] pz— (18 —|—83>—84—|—85
2p+ VP -V —q  p+PE—

B p P+ p*—
= X _# p"’
VD —q 2v/p*—q
2
\/p2— 1
' P ( & +83>—84—|—85

— £ —
20+ —9VrP—q  p+vVpP—gq

Der relative Fehler ist in diesem Falle durch

I

gegeben. Die Grofle &, ist dabei wieder der unvermeidbare Fehler und é)gz) ist
der erzeugte Rundungsfehler. Fiir ihn gilt in erster Ndherung:

2 / 2
s\ - i ( & —|—£3)—84—|—85.

£x — — 81

2p+VP —9VpP—q  p+p: -
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Fiir p? ~ q liegt der Rundungsfehler in der GréSenordnung des unvermeidbaren
Fehlers. Der Fall g < 1 ist bei diesem Algorithmus nicht kritisch. Die Ver-
starkungsfaktoren der Fehler €, (Berechnen von p?), & (Subtraktion) und &
(Quadratwurzel) sind beim ersten Algorithmus um den Faktor

(p+VPP=a® _p+vri—a_,

q p—Vp*—q

grofler als beim zweiten. Der zweite Algorithmus ist daher in jedem Falle
vorzuziehen. Der Grund fiir das schlechte Verhalten des ersten Algorithmus
liegt darin, dass im Falle ¢ < 1 bei der Subtraktion p —+/p? — g Ausléschung
auftritt. Diese wird im zweiten Algorithmus vermieden. @

Wir wollen ein Beispiel betrachten, um zwei grundlegende Prinzipien der Fehler-
analyse zu erlautern.

1.10. Beispiel: Fiir die Eingabedaten x; e R, i =1,...,n, ist die Summe

n
7= in
i=1
zu berechnen. Praktisch stehen aber statt der exakten Daten x; nur die fehler-

behafteten Daten % = x;(1 + ), i = 1,...,n, zur Verfiigung. FEs wird daher
bestenfalls die Summe

n
— Z)‘zl.
i=1

berechnet. Die Differenz zwischen z* und 7 ist gerade der absolute unvermeid-
bare Fehler:

Sz=7—7"= Y (Fi—x) =) O
i=1 i=1

A\l

Falls die relativen Eingabefehler der Abschéatzung
|%| = Keps, i=1,...,n

geniigen, gilt fiir den unvermeidbaren Fehler

n
Z ﬁixi
i=1

Naheliegend ist der folgende Algorithmus zum Berechnen von Z.

62| =

n n
= ) [0 x| = Keps Y |xil.
i=1 i=1



1.3. FEHLERFORTPFLANZUNG 25

1.11. Rekursive Summation:
720=20
fori=1ton do
Zi = Zji—1 +Xi
endfor
Z=12n

Wir wollen den Rundungsfehlereinfluss in diesem Algorithmus untersuchen.
Dazu betrachten wir wieder die Computerrealisierung des obigen Algorithmus:

1.12. Computersummation:
20=0
fori=1ton do
2= 1®05=0CG 1+%)(1+¢g)

endfor
2 — Zn
Die relativen Rundungsfehler €;, i =1,...,n geniigen den Ungleichungen
& Seps, i=1,...,n.

Im Einzelnen ergibt sich

21 = x1(1+¢),
2 = X1(1+e)(l+&)+H(l+&),
o= H(l+e)(l+e)(l+&)+n(l+e)(1+6)+5(1+ &,

% (1 +81) (I4&)+(l+&) - (1+¢&)+--%,(1+&,)

n
= ) ¥ H1+£J
=1 j=i

A\
I
N>

S
I

Fiir die auftretenden Produkte gilt

n

n
[[+¢) = l—l—Zej—l—O(epsz)
j=i J=i

n
= l—l-ZSJ',
j=i
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und weiter
n .
[T(+¢)| = 1—|—Z|£J\<1—|—(n j+1)eps.
Jj=i Jj=i
Damit gilt
n
Z= Z (1+¢"
mit

und

~~
2
[IA

min{n—i+1,n—1}-eps (Man beachte, dass & =0 gilt!)

= (n—1)eps.

Nun schéitzen wir den gesamten erzeugten Rundungsfehler ab. Es gilt

-2 = |Y (50+g")-x)

A
o
S

=

[IA
—
S
I
[
~—
@D

§®;
[02]
=

@

Die im letzten Beispiel erhaltenen Abschitzungen lassen zwei Interpretationen
ZU.
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Interpretation 1
Wir vergleichen die Abschétzung fiir den unvermeidbaren Fehler

52 = Keps 2 i
mit der Abschéitzung fiir den erzeugten Rundungsfehler
~ : n
62 = (n—1)eps Y |xil.
i=1

Der erzeugte Rundungsfehler ist héchstens das ——fache des unvermeidbaren
Fehlers. Das fiihrt zu folgender Definition. Ein numerlscher Algorithmus heif3t
stabil mit der Fehlerkonstanten F, falls der erzeugte Rundungsfehler héchstens
das F-fache des unvermeidbaren Fehlers betragt. Um die Stabilitdt eines Algo-
rithmus zu untersuchen, braucht man einerseits moglichst realistische Abschét-
zungen fiir den unvermeidbaren Fehler und andererseits gute Abschitzungen fiir
den erzeugten Rundungsfehler. Diese Vorgehensweise heif3t Vorwéartsanalyse.

Interpretation 2
Wir vergleichen die Darstellung

n n x n
Z*:inzz Z — %), |% =Keps, i=1,...,n

des gesuchten Ergebnisses mit der Darstellung

n
2:2 (1+e"), 1€ S (n—1)eps, i=1,....n
des berechneten Ergebnisses. Man sieht, dass man das berechnete Ergebnis Z
als exakte Summe der Eingabedaten

f=5(1+e™), i=1,...n,
auffassen darf. Die relativen Fehler ei(n)
n=l_fache des Stérungsniveaus Keps, das wir fiir die relativen Eingabefehler
¥ annehmen mussten. Wir haben statt der eigentlichen Aufgabe eine "be-
nachbarte” Aufgabe gelost. Der Faktor % gibt dabei an, wie weit die "‘be-
nachbarte” Aufgabe von der urspriinglichen Aufgabe entfernt ist. Die Vorge-

hensweise, die dieser Interpretation zugrunde liegt, heifit Riickwértsanalyse.
Wir haben hier versucht, Eingabedaten fiir den Algorithmus zu konstruieren,

dieser Daten betragen hochstens das
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die bei exakter Rechnung das Ergebnis liefern, das wir als rundungsfehlerbe-
haftetes Ergebnis erhalten. Damit ist eine zweite wiinschenswerte Eigenschaft
eines Algorithmus definierbar. Ein numerischer Algorithmus heifit gutartig
mit der Fehlerkonstanten F, falls das berechnete Ergebnis als exaktes Ergebnis
einer gestorten Aufgabe interpretierbar ist, wobei das Storungsniveau hoch-
stens das F-fache der Datenunsicherheit betrigt. Bemerkung: Fiir lokal lip-
schitzstetige Aufgaben folgt aus der numerischen Gutartigkeit die numerische
Stabilitdt. Numerische Gutartigkeit ist die bestmogliche Qualitdt eines Algo-
rithmus. Numerische Stabilitdt dagegen ist eine Mindestanforderung, die wir
an einen Algorithmus stellen. Auch bei stabilen Algorithmen wird der Run-
dungsfehler i. a. beliebig grofS! (Wenn der unvermeidbare Fehler unbeschriankt
ist.)

1.13. Beispiel: Es ist die Summe von 2F Zahlen zu berechnen. Wir wenden
folgenden Summationsalgorithmus an:

1.14. Binidre Summation:

for k=1 to 2L do

Z](CO) = Xk

endfor
forl=1toL do
fork=1 to 2! do

D (-1), (-1
Zl(c) = ng—l) +ng )

endfor
endfor

7= ziL)

Hier lésst sich zeigen, dass fiir das berechnete Ergebnis Z gilt:

L
t=Y %(1+g), |&|=Leps, i=1,...,25

i

N

Il
—_

Die X; bezeichnen wie im vorigen Beispiel die fehlerbehafteten Eingabedaten.
Fiir den gesamten erzeugten Rundungsfehler folgt damit

. 2L
10z] = |27 = LepSZ |x; .
i=1

Dieser Algorithmus ist numerisch gutartig und stabil mit der Fehlerkonstanten
L. Er ist damit bedeutend giinstiger als die rekursive Summation, bei der die
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Fehlerkonstante gleich 2L ist. Weitere Verbesserungen erzielt man, wenn man
negative und positive Summanden fiir sich binédr aufaddiert und dies in absolut
aufsteigender Reihenfolge, wobei nach jedem Durchlauf neu sortiert wird. Dabei
kann einerseits frithestens am Ende einmal Ausloschung eintreten; andererseits
wird der absolute Fehler so klein wie moglich. @

1.4. Ausléschung und konvergente Folgen

Die Abweichung einer Ndherung y vom exakten Wert x haben wir bisher mit

Hilfe des absoluten Fehlers §(x,y) = |[x —y| oder des relativen Fehlers &(x,y) =

% gemessen. Dabei sollte man den absoluten Fehler im Falle |x| < 1 und den

relativen Fehler im Falle |x| > 1 verwenden. Meist ist in einem Algorithmus
nicht von vornherein bekannt, in welcher Groflenordnung die Ergebnisse liegen.
Aber die relative und die absolute Differenz sind im allgemeine als Abbruchkri-
terium ungeeignet.

1.15. Beispiel: Wahlt man die relative Differenz
o1 —xk] < Sl

so folgt bei der Folge
x=10"%  §=10"%

Mt =% _ g0 s
Xk
Wihlt man die absolute Differenz
e —x] < 8
und die Folge
x, = 10" (1 + 10—’<) L s=10"%

so ergibt sich zunéchst fiir die entsprechenden, gerundeten Rechnerzahlen bei
k>"T

. 1012 fiir i gerade
T 10"2(14-eps) fiir i ungerade

und damit

%41 — %] = 101%eps > .
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Wenn der Ausloschungswert ein Mafl fiir die Anzahl der sich ausléschenden
fithrenden Mantissenstellen zweier Zahlen sein soll, bietet sich die folgende Def-
inition der Ausloschung zwischen zwei Zahlen, die sich in normalisierter Gleit-
punktdarstellung befinden, an:

canc(x,y) = /(|Jx—y|+r)—r/.

Hierin bedeuten —, + die Subtraktion bzw. Addition ohne Normalisierung, /- /
die Mantisse und r die charakteristische Maschinenzahl (r =1). Wahlen wir z.
B. x=0.12345-10%,y = 0.12458 - 103, so ergibt sich bei der Basis 10, 5-stelliger
Mantisse und r = 1:

canc(x,y) = /(0.00113-103$0.00100- 10°)=0.00100 - 10*/ = 0.00113.

Diese Definition ist in einem Assembler-Programm sehr effizient programmier-
bar.
Es seien

x = mybS, y=mb", r=mbP

normalisierte Gleitpunktzahlen bei gegebener Basis b. Ferner nehmen wir eine
unendliche Mantissenldnge an. Dann folgt mit g =max{§,n} und v=max{&,n,p}

X2y = |mye-b5Zm, b7
_ (mxbé—u> R (mybTHY - |

_ |x_y‘ u
~ o !

und daraus

canc(x,y) = / <|xb—“y| -b“%mrbp) ~m,bP /

x—y| o7 o r
B /<b—V'bv+b_V'bv _b_v'bv/
x—y| x —y|

Fiir die folgenden mathematischen Untersuchungen verwenden wir daher die
folgende Definition. Wir definieren als Ausléschung zweier Zahlen x,y in nor-
malisierter Gleitpunktdarstellung

aus(x,y) =[x — y| b~ m{EMP},
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Bei der Betrachtung konvergenter Folgen interessieren keine Zahlen x,y mit un-
terschiedlichen Vorzeichen, deren Mantissendifferenz nicht kleiner als die charak-
teristische Maschinenzahl r ist (etwa r = 1), da diese Situation fiir hochstens
endlich viele Folgeglieder eintreten kann, die auflerdem noch weit entfernt vom
Grenzwert liegen.

Die Ausloschung bildet keine Metrik auf der Menge der reellen Zahlen. Lediglich
in jedem der Intervalle

I; = (=LY, n
IO - <_bp7+bp)7
L= Pt nzp

v
©

1

wird eine Metrik definiert, die sich vom Betrag nur um den Faktor -y

unterscheidet:

|
)|x—y| mit x,y €1,

aus(x,y) = )

wobei I eines der obigen Intervalle darstellt. Daraus folgt: Die Ausléschung
verhélt sich in diesen Intervallen dhnlich wie der betrag. Interessant sind also
nur Untersuchungen fiir Zahlen aus verschiedenen Intervallen und bei Konver-
genzuntersuchungen nur solche Zahlenfolgen, die gegen Randpunkte der obigen
Intervalle konvergieren.

1.16. Verhalten der Ausléschung bei linearer Konvergenz: FEs sei {x;}
eine linear konvergierende, nicht konstante Zahlenfolge, d. h.

Mg <1, k=1,2,-
ook — X1

Dann gibt es ein ig € N und paarweise disjunkte Indexmengen Ni,Np,N3 mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Die Indezmengen enthalten ab iy alle natirlichen Zahlen:
N1 UN>UN;3 :{iEN ‘ i>i0}
(ii) Fir alle i, j € Ny mit i < j existiert k € N3 mit i <k < j.
(i1i) Fir alle k € Ny gilt

aUS(xk+1,Xk)

aus (X(k),xk_]

€ (¢,q-b].
)
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Fiir alle k € Ny gilt

aus (Xkt1,Xk) c (q }
aus (X, Xg—1) '

Fiir alle k € Ny gilt

aus (Xk41,Xk) c [0,61]-
aus (Xg, Xg—1)

Beweis: Es sei
X = My - s

die normalisierte Gleitpunktdarstellung des Grenzwertes und o. B. d. A. x 2 0.
Wir zeigen (i). Es sei m, # b~ ! oder £ =p, d. h. die Folge konvergiert gegen
eine Zahl, die innerhalb eines der obigen Intervalle I, 1,, I} liegt. Dann existiert
eine Zahl iy derart, dass alle x; fiir k Z iy in diesem Intervall liegen und es folgt
fiir k > i

aus (Xg41,Xk) _ [k 1 — x| <
aus (Xg,X¢—1) | — x%_1] ’

woraus die Behauptung folgt mit N; = O.
Es sei nun my =b"' und & > p, d. h. die Folge konvergiere gegen einen der
Randpunkte der Intervalle I, 1,, 1.

Zunachst existiert ein iy derart, dass x; € (bé_z,bé) fiir alle k Zig gilt, d. h.
alle diese Folgeglieder haben den Exponenten & oder & — 1:

=& oder §=&-1

Wir definieren die folgenden Indexmengen

N = {k>ig|&-1=8&G = =E—1},
N3 {k>ip| &Go1=&=8- 1,51 =8},
Ny = {k>ip|i¢N;UN;}

und zeigen, dass sie die Eigenschaft (ii) erfiillen. Es sei i,j € Nj und i < j. Als
Index k wéhlen wir die kleinste Zahl, die gréfler als die Zahl i ist und fiir die
Eer1 =& gilt. Wegen &1 =& gilt k < j. Nach Wahl von k und wegen &1 =
E=E—1giltE=E—1firl=i,i+1,...,k, insbesondere also fir [ =k — 1,k.
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Es ist also & =& =& —1 und &y =&, folglich k € Nj.
Nun defineren wir die Indexmengen

M= i B ¢ g |
aus (X, Xg—1)
aus (Xey1,X%) _ g
N>, = k > € (o ’
2 { io| aus (Xg, xXg—1) <b q]}
Ny = k>i ‘ aus (xk+l7xk) e [07€]
aus (X, Xx—1) b
Die Eigenschaften (i) und (iii) sind fiir diese Indexmengen offensichtlich; die
Eigenschaft (ii) gilt wegen Ny C Nj und N3 D Nj. *

1.17. Bemerkung: Der 2. Teil des Beweises gilt auch fiir Grenzwerte in
anderen Punkten, insbesondere in der Ndihe von Randpunkten.

1.18. Hinreichendes Konvergenzkriterium: FEs sei {x;} eine Zahlenfolge
zu der ein q € (0,1) und ein ip € N derart ezistieren, dass die im letzten Satz
behaupteten Indexmengen mit den angegebenen Figenschaften (i), (ii) und (i)
existieren. Dann konvergiert die Zahlenfolge.

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt zunéchst fiir iZ jZ 0 und o. B. d. A.
io=1

aus (X4 1,X5) = qu - aus (xk—j+1 7xi—j) 5

woraus sich ergibt, dass die zugeordnete Ausloschungsfolge eine Nullfolge ist.
Wir zeigen, dass die Zahlenfolge beschrénkt ist und nehmen an, sie ist unbeschrankt.
Da die Ausléschungsfolge eine Nullfolge ist, existiert ein Index i*, so dass fiir
alle i Z i*

(b—1)(1—-gq)
b3

aus (Xg41,Xx) <

ausfillt. Dann gilt fiir alle k 2 i* mit max (&, &1) Z p die Ungleichung

& — &1 | S 1

Wire ndmlich |§ — &4 1| 2 2, also etwa &1 Z &+ 2, dann folgte

k1 — x| _ k1 — x|
pmax(&i1,6,p) bt

ook 1| — [ >l _p2s (b-1)(1—-gq)

b1 b3 ’

aus (Xg.+1,%)

v
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was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Wir wahlen nun einen Index
nZi* derart, dass |x,| > bP ausfiillt; auBerdem sei der Index N so gewiihlt, dass
xy| 2 b5t gilt. SchlieBlich sei m € [n,N] der gréBte Index mit |x,| < b5 und
M € [m,N] der kleinste Index mit |xpr| 2 b5t Wegen |& — E1] = 1 haben alle
x; mit k € (m,M) in der normalisierten Gleitpunktdarstellung den Exponenten
En+ 1 und xp hat den Exponenten &, 4 2. Auflerdem gilt fiir alle k € [m,M)

_ | X1 — X _ | X1 — X > |1 — X
AU (Ve 1, %) = B el — pE2
und
aus (x xXym) = —'xM — 1|
M—17 M) — bén"i_z
Nun folgt
v = Xm| = X1 — Xom| 4 o — xp—1 ]
< B2 [aus (X 1,4m) + - +aus(xy, 1))
= b5”+2aus(xm+1,xm) [1 +gb+q*b+---
b
< b 2aus (X1, Xm) - s

Auflerdem folgt wegen der Wahl von m und M
01 — X 2 [t — ] Z B5F1E" = (b — 1)1
und daraus

b
b 2aus(Xps1,4m) - —— = (b—1)b>

l—q
(b-1)(1-gq)
b3

1AV,

aus (Xp41,%m)

im Widerspruch zur Wahl von i*. Folglich ist die Folge {x;} beschrinkt.

Zu zeigen ist, dass es sich um eine Fundamentalfolge handelt. Wegen der
Beschréinktheit der Folge {x;} existiert der Wert & = maxy (&, p) und wir erhal-
ten

1 — x| = aus (g, xg ) b™X (Gkr1:66P) < 8uus(x1,xo)qkngrl =C-q".
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Mit dieser Abschéitzung schliefen wir

‘xn—}—m _xn| = ‘xn—i—m _xn—l—m—1| + ‘xn—}—m—l _xn—l—m—2‘ Tt |xn—|—1 —Xn
< C(qu—m—l +qn+m—2+ L +qn)
= C-q"(I+q+¢++4"")
a1
o CC[ . Tq,
was uns zeigt, dass es sich um eine Fundamentalfolge handelt. *

1.19. Verhalten der Ausléschung bei iiberlinear konvergenten Zahlen-
folgen.: FEs sei {x;} eine nicht konstante Zahlenfolge, die von m-ter Ordnung
konvergiert:

|xk+1 —xk|
| — X1 |

[IA

C.

Dann gibt es ein ko, c* > 0 und paarweise elementfremde Indexmengen Ni,N, N3
mit folgenden Eigenschaften:

(i)
NlUN2UN3:{i€N‘i>k0}
(ii) Fir alle i, j € Ny ezistiert ein k € N3 mit i <k < j.
(iii)
(c*,c*-b] fir keN
<W%m+nm)e (%ﬁﬂ fiir k&N,
aus(Xg, Xg—1)™ x
0.5 fir kens

-

Beweis: Der Beweis verldauft analog zum Beweis des Satzes iiber das Verhalten
der Ausléschung bei linearer Konvergenz. Fiir die Abschiatzungen beachte man
lediglich:

aus(1,%) Pt =% e nE < L meE . g

aus (e, Xe—1)™ - e — x| ‘ ¢’ (& =max(§,p)),
sowlie

aus(xk—l-l 7xk) o |Xk+1 — Xk‘ bm~max(§k,§k71)

aus (X, Xg—1)" B X — X1 |™ pmax(Sei1,6)

cbm(_é__l)_é = g—; fir in € N;
= cbma;_éfrl =c*b fir ineN
ch"s 6 = ¢* fir ineN;
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und schliellich die Beziehungen

Ny = {k > ko ‘ aus<xk+17xk> c (C*,C*b] }
aus(xg, Xg—1)"

*
N2 — {k > k() | aus<xk+17xk) 6 (C_,C*] }

aus (xg, xg_1)™

aus (Xg+1,%) [O C*] }

aus(xg, Xg—1)"

m

N3:{k>k0‘

*

1.20. Hinreichendes Konvergenzkriterium: FEs sei {x;} eine Zahlenfolge,
c* >0, kg € N und Ni,N,,N3 paarweise elementfremde mengenmit den Eigen-
schaften aus dem letzten Satz. Weiterhin gelte

1

m—1
aus(Xiy Xgp)11)" " < b

Dann ezistiert ein ki derart, dass die Folge {x;} ab dem Index k; von m-ter
Ordnung konvergiert.

Beweis: Wir setzen
* m—1
q = c"b-aus(xg,, Xk,+1)

Offenbar gilt g < 1. Induktiv beweisen wir fiir k = kg
q

c*b

)m—l

[IA

aus (X1, Xx

Gilt diese Ungleichung fiir ein k Z kg, so folgt aus den Voraussetzungen

aus(Xg 42, Xk1) = c*b-aus(xpy1,x)™ = g - aus(xpp1,X¢),

also auch

q
c*b’

—1

[IA

aus (X2, Xxp1)"

Damit sind die Voraussetzungen fiir das hinreichende Konvergenzkriterium [1.1§
erfiillt; die Folge konvergiert. Es sei x = m, - bS der Grenzwert; dann existiert
ein ki, so dass fiir alle k = k;

ol € (7155,
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Daraus folgt

|xk—|—1 — xk| . aus(xk+l7xk) bmax(ék-‘rl?ék’p)
e —xeq ™ aus(xg,xp_q)™  pmax(&edi1,p)m
pmax(5+1,p)
< * %ok
S ¢h———=c
pmax(&—1,p)
und die Konvergenz von m-ter Ordnung ist bewiesen. *

Wir wollen nun das Verhalten der Ausloschung bei konvergenten Vektorfolgen
untersuchen. Dazu sei im Folgenden |- || die Maximumnorm fiir x € R”

b = maxe .

Unter der Ausloschung der Vektoren x,y € R” verstehen wir die Grofle

Aus(x,y) = maxaus(x;, ;).
1

1.21. Verhalten der Ausloschung bei linear konvergierenden Vektor-
folgen: Es sei {x*} eine linear konvergierende Vektorfolge:

kaH _ka <
m—q<l Vk.

Dann gibt es ein kg und ein ¢ >0, so dass

Aus(F XY ek Wk Z k.

Beweis: Zunichst seien {v;} die Folge der Komponentenindices, wo die Vek-
tornorm angenommen wird:

1 k k+1 k
[ =] = P =
{1y} die Folge der Komponentenindices, wo die Ausloschung angenommen wird:

AUS(Xk+1 ,xk> — aUS(.XZ:—] 7xﬁk)7

{ai} die Folge

. ’xl‘c/z-l_x/‘c/k‘ >

T k+1 -
‘X.Uj _x.ﬁk‘
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xX= limxk, X; = mxi-béi, xf = mxg-bgik

die normalisierten Gleitpunktdarstellungen der Vektorkomponenten, sowie

N =max (. Ep . p).

Es folgt
k+1 _k k+1 _k ‘xlftH’xZ |
Aus(xX*T,x) = aus(xu‘: X)) = %
Uk ok 1
T ap T T
1 k k—1
S ol =
1 k—1 -1k k—1
- mq!x’\ﬂkl Xyl = akbNiQ|xﬂk1 T
Ak—1 N, k k—1
= mqb k 1aus(xuk71,xuk71)
aj—
= q—k le"*l_N"Aus(xk,xk_l)
a
Durch fortgesetztes Abschétzen folgt daraus
a
Aus(xf T ) £ P22 pNo—Nip g (x!, 10).
94
%
1.5. Awufgaben
1. Man berechne die Summe von 2% Zahlen x, k= 1,..., 2F mittels binérer

Summation, untersuche den Rundungsfehler durch Vorwarts- und Riick-
wértsanalyse und vergleiche mit der rekursiven Summation.

2. Die folgenden Ausdriicke sind so umzuformen, dass bei ihrem Berechnen
Ausléschung vermieden wird:

(a)

1 1—x
1+2x 1+x

el <,
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1 1
X+ —-— X——, ’X‘>>1,
X X

1 —cosx

(b)

, x#0, x| <1.
x

3. Man schreibe ein Programm zur binéiren Summation von 2% reellen Zahlen,
ohne diese zu iiberspeichern; au”serdem diirfen neben einigen Hilfsvari-

ablen nur ein INTEGER- und ein REAL-Feld der Lange L verwendet
werden.
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Chapter 2

Interpolation

2.1. Einfiihrung

Es sei eine Funktion
®: DER-—R (oder DEC — C),

gegeben, die zusétzlich von unbekannten Parametern abhédngen moge:
O = D(x;a9,a1,...,a,).

Das Interpolationsproblem besteht darin, die n+ 1 Parameter ag,ay,...,a, so zu
bestimmen, dass gewisse Nebenbedingungen erfiillt sind. Im einfachsten Falle
sind Paare (x;,y;), i =0,...,n, reeller (oder komplexer) Zahlen mit paarweise
verschiedenen Daten x;, i =0,...,n, gegeben. Die Parameter ay bis a, sind
dann so zu wéahlen, dass

d(xj5a9,ay,...,ap) =y; i=0,....n

gilt. In manchen Anwendungen sind neben den Werten y; an den Stellen x; noch
gewisse Ableitungswerte vorgegeben. Man hat dann Interpolationsbedingungen
der Form

CID(k)(x,-;ao,al,...,an) :yl(k) k=0,....n;,—1,i=0,...,m
mit ng+---+n, =n.
Die Werte x; heiflen Stiitzstellen und die zugehorigen y; Stiitzwerte. Die
daraus gebildeten Paare (xo,yq),-..,(xn,yn) heien Stiitzpunkte. Interpola-
tionsprobleme lassen sich in lineare und nichtlineare Probleme unterteilen. Ein
Interpolationsproblem heifit linear, falls die Interpolationsfunktion linear von
den Parametern abhéngt:

D(x;ag,ay,...,ay) = apg@o(x) + a1 @ (x) + -+ - + an@u(x).
41
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Alle anderen Interpolationsprobleme heiflen nichtlinear. Beispiele fiir lin-
eare Interpolationsaufgaben

e Polynominterpolation: ®(x) = ag +ajx+ axx®> + - - + a,x".
e Trigonometrische Interpolation: ®(x) = ag+aje™ +aze?™ 4 - - - +a,e"™.

e Kubische Spline-Interpolation: Es gilt ® € C?[a,b] und fiir eine gegebene
Unterteilung

a=xg<x1<--<x,=>b

des Intervalls [a,b] ist die Funktion @ auf jedem Teilintervall [x;,x;;1] ein
Polynom dritten Grades. Da die Interpolationsfunktion zweimal stetig
differenzierbar sein soll, schliefen die Polynomstiicke in den Endpunkten
der Teilintervalle bis zur 2. Ableitung stetig aneinander an.

Beispiele fiir nichtlineare Interpolationsaufgaben

e Rationale Interpolation:

o (x) ao+ajx+ax®+ -+ ayx"
x) = .
bo+bix+byx?+ -+ byx™

e Interpolation durch Exponentialsummen:
CI)()C) = aoe%x + aleklx _i_azelzx 4+t anelnx.

Parameter sind in diesem Falle ag,...,a, und Ag,...,A,.

2.2. Polynominterpolation

2.2.1. Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Es sei
I, = { P| P(x) =ap+aix+ax*+---+ax",q ER,iZO,---,n}

die Menge aller reellen Polynome vom Grade hochstens n. Das LAGRANGEsche
Interpolationsproblem besteht in folgendem:

Zu gegebenen Stiitzpunkten (xg, fo), - - -, (X, fn) ist ein Polynom P € IT,, gesucht,
das die Interpolationsbedingungen

Px)=f i=0,...,n
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erfiillt.
Als erstes stellt sich die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit eines solchen
Polynoms. Diese Frage beantwortet der folgenden Satz.

2.1. Satz: Zu gegebenen Stiitzstellen xg,...,x, und Stitzwerten fy,..., [, ex-
istiert genau ein Polynom vom Grade héchstens n (P € I1,) mit

Pxj)=fi i=0,...,n.

Beweis: (i) Existenz:
Wir geben ein Polynom P € I1,, an, das die Interpolationsbedingungen erfiillt.
Dazu definieren wir folgende Hilfspolynome:

(M () — Lx—xj  (x—x0)(x—xi—1)(x = Xip1) - (X — )
L = = = =) o m—n) (=)
JFi
®(x)

T —x)o'(x) ®(x) = (x—xo)(x —x1) - (x—xp).

Das Polynom L™ heit LAGRANGE-Polynom zur Stiitzstelle x;. Fiir diese

i

Polynome gilt offensichtlich

" e m, i=0,..n

m), N _ s _ 1 firi=j
L) = 6’1_{0fﬁri7éj'

Damit erhalten wir die LAGRANGEsche Darstellung des Interpolationspoly-
noms:

n
P(x) = Z f,-Ll(n) (x).
i=0
Da IT, ein Vektorraum iiber R ist, folgt sofort P € I1,,. Auflerdem gilt
W -
P(xj) =) fili"(x;) =) fidij=f; j=0,....n.
i=0 i=0

Somit haben wir ein Polynom gefunden, das die Interpolationsbedingungen er-
fiillt.



44

(ii) Eindeutigkeit:
Es seien P;, P, € I1,, Polynome mit

Pl (x,'> = f, = 0,
P2(X,'> = f, = 0,

Dann gilt fiir das Polynom Q =P, — P,
Qell,, Qx)=0 i=0,...,n.

CHAPTER 2. INTERPOLATION

Das Polynom Q hat daher einerseits hochstens den Grad n, aber andererseits

mehr als n Nullstellen; somit ist Q das Nullpolynom. Damit gilt Q(x)

weiter Py (x) = P(x).

=0 und
&%

Eine Moglichkeit zum Berechnen des LAGRANGEschen Interpolationspolynoms

ergibt sich durch folgende Betrachtung. Der Nenner der Funktion L,

nicht von x ab; wir setzen daher

und erhalten

Zﬁasz X)-

k;ét

Wegen

Za,H x—x;) und

k;él

i=0

erhalten wir schlie3lich

n
l .
B l;‘)x—xifl

i—0X

a.

P(x)

Xi

") ingt

JT(—x)

k=0

n

[T(x—xx)

k=0
keti
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Diese Darstellung ist fiir x # x; definiert. Zusammen gilt somit
( f; x=ux; (i=0,...,n)

JE e
P(x) = < i:ﬂ—a. x#x (i=0,...,n)"

Dies nennt man baryzentrische Darstellung des Polynoms P; sie lasst sich
gut numerisch auswerten. Dazu sind zunéchst die Koeffizienten zu berechnen:

2.2. Berechnen der Koeffizienten fiir die baryzentrische Darstel-
lung:
Gegeben seien Stiitzstellen xq, ..., x,.
Zu berechnen sind die Koeffizienten fiir die baryzentrische Darstellung des In-
terpolationspolynoms.
fori=0ton do
t=1;s=x;
fork=0toi—1 do
t:=t-(s—x)

endfor
fork=i+1 ton do
t:=t-(s—xp)
endfor
a; = 1/l
endfor

Nun berechnet sich der Interpolationswert nach folgendem Algorithmus.

2.3. Berechnen des Interpolationswertes bei einer baryzentrischen
Darstellung:
Gegeben sind die Koeffizienten ay,...,a, der baryzentrischen Darstellung eines
Interpolationspolynoms zu Stiitzstellen xg,...,x, und Stitzwerten fo,..., fn.
Gesucht ist der Wert des Interpolationspolynoms an der Stelle x.

u=0;,v=0

fori=0ton do

a
u=u+t-fi;v=v+t
X — X
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Aufwand: n+2 Divisionen, n+ 1 Multiplikationen und 2(n+ 1) Additionen.

Aus numerischer Sicht ist anzumerken, dass man hier durch Reduzieren des
Fehlerfortpflanzens das Resultat numerisch gutartig erhélt.

2.2.2. Der Neville-Algorithmus

Das LAGRANGEsche Interpolationspolynom dient zum Losen mathematischer
Probleme. In diesen Problemen wird man das Polynom selbst beno6tigen, oder
Funktionswerte an wenigen oder vielen Stellen. Wir behandeln zunéchst den
Fall, dass man Funktionswerte des Interpolationspolynoms an wenigen Stellen
benotigt. Im Sinne der numerischen Mathematik fordert man daher Algorith-
men, die mit moglichst geringem Aufwand ihren Zweck erfiillen.

Dazu definieren wir Polynome Py mit folgenden Eigenschaften

o Py €Il
OPik(Xj):fj j=i—kji—k+1,...,i.

Das Polynom Py 16st das Interpolationsproblem mit den Stiitzstellen x;_g, ..., x;
und den zugehorigen Stiitzwerten.

2.4. Satz: Fir die Polynome Py, gilt

Po(x) = fi i=0,1,...,n
(X =Xi—k)Pig—1(x) = (x =x;) Py g—1(x)
Py(x) =
Xi — Xi—k

k=1,2,....i i=1.2,...n.

Beweis: Py(x) = f; fir i=0,1,...,n ist offensichtlich. Es sei nun

B, (r =) Prg—1(x) = (x =) P 1 -1 (%)
ik Xi— Xz .

Man erkennt sofort, dass Py, € IIy falls Py € IT;—; und P,_j 41 € I[T;_;. Wegen

P,-,k_l(xj) = fj j=i—k+1,i—k+2,....i—1,i
P,-_l,k_l(xj) fj j=i—kji—k+1,....i—2,i—1
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folgt fiir j=i—k+1,...,i—1

_ (g xi) P () — (g —xi) Py -1 (x5)
Py(xj) = P
l 1—

(o) = Xiie) fi = Ocj —xi) fi (o —xig) — (6 — xi)
Xi —Xi—k Xi —Xi—k

Weiter gilt

_ Xi—Xi—p )P 1(x;) — (x; —x;))Pi—q p—1(x;
Pik(xi) _ ( i i k) ik 1(xf)_x.( ; z) i—1.k 1( z) :fi
l 11—

und

(Xi—k — Xi—) Py g1 (Xi—x) — (Xi—k — Xi)Pi—1 k—1(Xi—k)

Py (i) = P
1 1—

Wegen der Eindeutigkeit der Polynominterpolation folgt dann Py = Py.

2.5. NEVILLE-Algorithmus:

Gegeben seten Stiitzstellen xo, ..., x,, Stitzwerte fy,..., fn und eine Stelle X.

Zu berechnen ist der Wert des Interpolationspolynoms an der Stelle x.
fori=1ton do
Py = fi
fork=11toido

(X —xi—)Pik—1 — (X —x;) Py j—1
Xi — Xj_k
X—X;
—— [Py—1 — P 41]
X —Xik

Pij1—P 141
X—Xi—k 1

Py =

=Ljf-1+

=Lig—1+

X — X;

endfor
endfor

fi=1rj

= fi—k-

47



48 CHAPTER 2. INTERPOLATION

Damit wird im NEVILLE-Algorithmus das folgende Schema berechnet.

k=0 1 2 3 4 5 6 7

X—xo| Poo

Py
X—x1| Pio Py

Py Ps3
X—x2| Py P Py

P35 Py3 Ps5
X—x3| Py Py Psy Ps6

Py Ps3 Fes Pr7
X—x4| Py Psp Pe4 Py

Ps) Fe3 P;s
X—xs5| Pso P> Py

Ps1 Pr3
X—x6| Peo P

Ps1
X—x7| Ppo

Die Hinzunahme weiterer Stiitzpunkte ist unproblematisch. Fiir jeden neuen
Stiitzpunkt braucht nur eine weitere Schriagzeile im obigen Schema berechnet
zu werden. Wie wir spater sehen werden, ist es nicht sinnvoll, mit Polynomen
hohen Grades zu arbeiten. Dies liegt insbesondere daran, dass bei den zu
bildenden Differenzen fast gleichgrofie Operanden auftreten, wodurch es zu
Ausloschungen kommt und sich dabei verstidrkende Fehler mit zunehmender
Schematiefe das Ergebnis verfélscht. Man sollte nicht beliebig viele Spalten des
Schemas berechnen. Als giinstig hat sich k=15...7 erwiesen. Der arithmetische
Aufwand ist gegeniiber dem Berechnen mittels der baryzentrischen Darstellung
hoher, falls man mehrere Werte mit dem gleichen Stiitzstellenschema zu berech-
nen hat. Der arithmetische Aufwand ist andererseits gegeniiber der baryzen-
trischen Darstellung geringer, falls zum Erreichen der gewiinschten Genauigkeit
nicht das gesamte Schema berechnet wird.

2.2.3. Die Newton’sche Interpolationsformel

Zum direkten Berechnen des Interpolationspolynoms oder zur Auswertung des
Interpolationspolynoms an vielen Stellen ist der NEVILLE-Algorithmus nicht gut
geeignet. Hier verwendet man besser die NEWTONsche Interpolationsformel.
Wir machen dabei fiir das Interpolationspolynom den Ansatz

P(x)=ap+ai;(x—xo)+ - +an(x—x0)(x —x1) - (x —x,_1).
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Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass sich der Polynomwert nach folgendem
Schema berechnet:

P(x)=((...(an(x —xy—1) +an_1)(x —xp_2) +an_2).:.+ar)(x —xp) + ao.

Die Auswertung des Polynoms P an einer bestimmten Stelle X vollzieht sich
effektiv nach einem HORNERartigen Algorithmus.

2.6. Auswertung NEWTONsches Interpolationspolynoms:
Gegeben seien Stitzstellen xg,...,x, und die Koeffizienten ay,...,a, des NEW-
TONschen Interpolationspolynoms. Zu berechnen ist der Wert des Interpola-
tionspolynoms an der Stelle X.

P=aq,

fori=n—1 100 step —1 do

P:a,-—l—()?—xi)-P

endfor

Aufwand: n Multiplikationen und 2n Additionen.

Die Koeffizienten ag,ay,...,a, werden nun so bestimmt, dass die Interpolations-
bedingungen erfiillt sind. Wir erhalten folgendes Gleichungssystem:

fo=P(x0) = ao
ag+aj(x; —xp)
fr=P(x2) = ao+ai(xr—x0)+ax(xr—xp)(x2 —x1)

=
|

=

=
[

fa=Pxn) = ao+ai(x,—x0)+-+an(xn—x0)(xp—x1) - (Xp —Xp—1).

Aus diesem Gleichungssystem konnte man rekursiv die Koeffizienten ag,ay,...,a,
berechnen. In der Praxis verwendet man aber besser die sogenannten divi-
dierten Differenzen, die sich numerisch stabiler berechnen lassen.

Es seien Stiitzstellen xg,...,x, und Stiitzwerte fy,..., f, gegeben. Die k-te di-
vidierte Differenz f[x;, xj11,...,x;1| ist rekursiv definiert durch:
Firi=0,1,...,n gilt

f[xi] - fi7

f[xi,xH—l, . ,xi-}-k] _ f[xi—|—1 s Kig2y e e 7xi+k] - f[xiaxi—i-l P 7xi+k—1] .
Xitk — Xi
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Um die dividierten Differenzen zu berechnen, wendet man ein Schema an, das
dem NEVILLEschen dhnlich ist.

k=0 1 2 3 4

xo | fo = f[xo]
flxo,x1]

x1 | fi = flx1] flxo,x1,%2]
flx1,x2] flx0,x1,%2,x3]

x2 | fo = flxo] flx1,x2,x3] flx0,X1,X2,X3,X4]
flx2,x3] flxn,x2,x3,x4]

x3 | f3 = flx3] flx2,X3,%4]
flx3,x4]

X4 | fa = flx4]

Der Zusammenhang zwischen den dividierten Differenzen und der Interpola-
tionsaufgabe wird in folgendem Satz beschrieben.

2.7. Satz: Fir gegebene Stiitzpunkte (xo, fo),- .-, (Xn, fn) gilt
Piyi(x) = fle]+ flxi Xig1](x —xi)

+f[xiaxi+17xi+2](x—xi)(x—xi+1) 4.
+f[Xi, e 7xi+k] (X—xi) ce (x_xi+k—l)

und somit
P(x) = Pyn(x) = flxo] + flx0,x1](x — x0)

+ fxo,x1,22] (x — x0) (X —x1) + - --
+ X0y - - -5 xn) (x—x0) -+ (x —Xp_1).

(Pii ik bezeichnet dabei wie bisher das Polynom vom Grade hochstens k, das die
Interpolationsbedingungen Py i(x;) = fj fir j=1i,i+1,...,i+k erfillt.)

Beweis: Wir beweisen den Satz mittels vollstdndiger Induktion iiber k. Offen-
sichtlich gilt fiir k=0

Pox)=flx]=fi, i=0,...,n.
Damit ist der Induktionsanfang gesichert. Wir nehmen nun an, dass
Piikk(x) = flxil+ flxisxipa ] (x —xi)

+ flxi, xie 1, xig2] (x —xi) (x —xi01) + - -
Xk (o= xi) - (6 — Xigk—1)
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fir i=0,...,n—k gilt. Das Polynom P, 41 x+1 ldsst sich dann in der Form

Pivirth1(x) = Prppp(x) +ale —xi) -+ (6 = xipg—1) (6 — xipk)

—= a.xk+1_|_...

darstellen. Es ist zu zeigen, dass der Koeffizient a mit der entsprechenden (k -+
1)-ten dividierten Differenz tibereinstimmt. Dazu verwenden wir die NEVILLEsche
Rekursionsformel. Es gilt

(X = Xi) Py iy 1,5 (%) — (X = Xk 1) Py (%)
Xitk+1 —Xi

Pipkr1ht1(x) =

Multipliziert man in den Darstellungen der Polynome alle Terme aus, so erkennt
man, dass Py und Py i die Darstellung

Pi+k+1,k<x) = f[Xi+1,. .. 7~xi+k+1]xk—|— ...
bzw.
Pl+k,k(-x) — f[xl',. .. 7'xi—|-k]-xk+ ce

besitzen. Setzt man diese Darstellungen in die NEVILLEsche Rekursionsformel
ein, so ergibt sich

Piyir1k1(x) = Pty T = flo - ’xi+k]xk+1 4+
Xitk+1 = Xi
Damit folgt
_ St Xigern] = i X
Xitk+1 —Xi

%*

Die Koeffizienten der NEWTONschen Interpolationsformel sind daher durch
die obere Schrégzeile im Schema der dividierten Differenzen gegeben. Die
Auswertung der baryzentrischen Darstellung des LAGRANGEschen Interpola-
tionspolynoms benétigt mehr arithmetische Operationen als die Auswertung des
NEWTONschen Interpolationspolynoms; anderseits ldsst sich die baryzentrische
Darstellung mit héherer Genauigkeit auswerten, da hier ein Skalarprodukt und
die Summe von n—+ 1 Elementen zu bilden sind.
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2.2.4. Fehler und Konvergenz der Polynominterpolation

Nimmt man an, dass die Werte f;, i =0,...,n, von einer Funktion f stammen:
fi=f(x;) fir i =0,...,n, dann stellt sich die Frage, wie gut das Interpolation-
spolynom mit der Funktion f iibereinstimmt. Stellt man an die Funktion f
keine weiteren Bedingungen, so wird diese Abweichung i. a. beliebig grofS. Er-
fiillt die Funktion f jedoch gewisse Differenzierbarkeitsanforderungen, so lésst
sich der Interpolationsfehler abschitzen. Es gilt der folgende Satz.

2.8. Satz: Zu einer Funktion f € C"a,b] seien Stiitzpunkte (xo, fo), - -, (Xn, f1)
mit x; € [a,b], fi=f(x;), i=0,...,n gegeben; ferner sei P € I1,, das interpolierende
Polynom. Dann existiert zu jedem X € [a,b] ein

& € I = [min{x,xy,...,X, },max{x,xq,...,x,}]

mat
_ LS _ _ _ e

f(x) —P(x) = W(X—XO)(X—XI) (X —xp) = Ww(x)-
Beweis: Fiir x € {xq,...,x,} ist die Behauptung trivial. Wir nehmen an, dass
X #x; fir i=0,...,n gilt. Die Funktion

F(x) = f(x) = P(x) —Ko(x)
besitzt die Nullstellen xg, ..., x,. Wir bestimmen die Konstante K so, dass auch x

Nullstelle von F ist. F hat dann n+ 2 Nullstellen im Intervall [a,b]. Nach dem
Satz von ROLLE liegt zwischen zwei Nullstellen einer stetig differenzierbaren
Funktion eine Nullstelle ihrer ersten Ableitung. Demnach hat die Funktion F’
n—+1 Nullstellen im Intervall

[ = [min{X,xo, ..., X, },max{x,xg,...,x,}|.

Eine wiederholte Anwendung des Satzes von ROLLE liefert, dass F (+1) min-
destens eine Nullstelle & € I besitzt. Es gilt dann

0=F(E) = () = PUI(E) — Ko (E) = " D(E) — K (n+ 1)1,
Damit folgt

(e

= )] und f(¥) — P(X) = ——==
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¢ e [a,b]}.

Wihrend fiir eine gegebene Funktion f und ein festes Intervall [a,b] die Grole
M festliegt, wird man den Interpolationsfehler iiber @(x) durch die Wahl der
Stiitzstellen beeinflussen. Im Falle dquidistanter Stiitzstellen zeigt @(x) etwa
folgenden Verlauf.

Bemerkung: Aus Satz 2.8 folgt die Abschétzung

< el g d )
1)~ P = Mo M—maX{ NCEIN

10 10
I
0 0
S~
-10 -10
\/ \/
-20 -20
0 1 2 3 4 ) 0 1 2 3 4 )
w(z) = z(z — 2.5)(x — 5) w(z) =z(z — 1)(z — 2)(z — 3)(z —4)(z — 5)

Bei dquidistanten Stiitzstellen erkennt man am Verlauf von @, dass der Inter-
polationsfehler in den dufleren Intervallen gréfler wird als in den inneren. Die
Extrema von @ nehmen zu den Randintervallen hin betragsméaflig zu. Aufler-
halb des kleinsten Intervalls, in dem alle Stiitzstellen liegen, wird der Interpo-
lationsfehler i. a. beliebig grofi. Durch geschickte Wahl der Stiitzstellen lésst
sich erreichen, dass die Extrema von @ in allen Intervallen betragsméflig gleich
sind. In diesem Falle wird die GroBe max{ |@(¢)| |t € [a,b] } minimal. Bezogen

auf das Intervall [a,b] = [—1, 1] erreicht man das durch die Wahl
2(n—i)+1
Xj = COS MTL’ , 1=0,1,...,n.
2(n+1)

Das sind die Nullstellen des n-ten TSCHEBYSCHEFF-Polynoms 7;,. Die Funktion
® hat dann fiir 3 bzw. 6 Stiitzstellen folgende Form.

0.5 0.5

0.25 0.25

)
)

-0.25 -0.25

105 0 05 1 1 05 0 05 1
w(z) = Tz(z) w(z) = Ts(2)
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Transformiert man sie auf ein beliebiges endliches Intervall [a,b], so erhélt man

a+b+b_acos 2(n—i)—i—1ﬂ_ 0.1
L - J = e
Xj ) 7 2(1’l—|—1) ) e ’

Neben der Frage nach der Grofie des Interpolationsfehlers fiir eine fixierte Stiitzstel-
lenwahl interessiert noch die Konvergenz von Folgen von Interpolationspoly-
nomen. Dazu nehmen wir an, wir hdatten eine Funktion

fila,b] — R

gegeben. Weiterhin betrachten wir eine Folge {S,},en, von Stiitzstellen

§= () <<l

Jedem Folgeglied S, entspricht dann in eindeutiger Weise ein Interpolation-
spolynom P, € I1,, das den Bedingungen

Py = F\y i=0,1,...n

geniigt. Man hofft nun, dass die Folge der Interpolationspolynome zumindest
punktweise (besser wire aber gleichmiflig) gegen die Funktion f konvergiert,
wenn die Glieder der Stiitzstellenfolge immer feiner werden, d. h.
- (n) (n)y _
i, _gnax_ Wiy~ =0

gilt. Aber schon einfache Beispiele zeigen, dass das nicht immer der Fall zu sein
braucht.

2.9. Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(x) = |x| im Intervall [—1,1] mit
einer Folge dquidistanter Stiitzstellen. Es gelte daher
2
NON)
n
Hier lasst sich zeigen,dass die zugehorige Folge von Interpolationspolynomen

fiir alle x mit 0 < |x| < 1 divergiert. Fiir n =2 und 5 bzw. 10 sind die Interpo-
lationspolynome in den folgenden Bildern dargestellt.

|
/ \ : E!.-" ‘

! AN ! i | \ I/ L

2.5 I N [ A7 2.5 Wi /4 \\:

| 1_\ /, / .‘/, \ / \‘ Ir
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Betrachtet man nur den Interpolationsfehler, so ergeben sich folgende Bilder.

4 4

2 2 \ | /
0 / 1: N \ [, 0 A i

\V/

5 25 0 25 9 - 25 0 25 o

Man erkennt, dass bei den Interpolationspolynomen héheren Grades der Inter-
polationsfehler zum Rand des Intervalls grof3 wird. @

Nun kénnte man vermuten, dass das schlechte Verhalten der Interpolationspoly-
nome in diesem Falle damit zusammenhéngt, dass die Funktion f(x) = |x| im
Punkt x = 0 nicht differenzierbar ist. Das ist aber nur bedingt richtig. Auch bei
Funktionen, die beliebig oft differenzierbar sind, tritt ein &hnliches Verhalten
auf.

2.10. Beispiel: Wir betrachten die Funktion g mit

B 1
1 4x2

g(x)

im Intervall [-5,5]. In den folgenden zwei Bildern sind die Funktion und
die Interpolationspolynome der Ordnung 2 und 5 bzw. 10 zu &quidistanten
Stiitzstellen dargestellt.

2 7 | 2 T A
1 = 1 [\\
-5 -2.5 0 2.5 5 -5 2.5 0 2.5 5

Man erkennt wieder, dass besonders die Interpolationspolynome héheren Grades
zum Rand des Intervalls hin stark von der zu interpolierenden Funktion abwe-
ichen. Noch deutlicher wird dies, falls wir wieder nur den Interpolationsfehler
betrachten. Es ergeben sich folgende Bilder.
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-1 | -1 | | \
_2 N |
-5 -2.5 0 2.5 5 -5 -2.5 0 2.5 5

Dieses Beispiel stammt von C. RUNGE. Er konnte 1901 zeigen, dass die Folge
der Interpolationspolynome nur fiir |x| = 3.63 und |x| = 5 konvergiert und sonst
divergiert. Der Grund fiir dieses Verhalten ist darin zu suchen, dass g zwar im
Reellen analytisch ist, aber im Komplexen die Polstellen x o = £i besitzt. ©

Ein weiteres Beispiel zeigt ein wiederum anderes Verhalten.

2.11. Beispiel: Auf dem Intervall [0,1] betrachten wir die stetige Funktion A
mit

~ f xsin(E)  fir x€(0,1]
h(x) = { 0 fir x=0

Als Stiitzstellen fiir das Polynom p, € I1,, wéhlen wir xl@ =1/(i+1) fur i =
0,...,n. Dann gilt immer h(xl(”)) = 0. Damit ist p,(x) =0 fiir beliebiges n. Die
Folge der Interpolationspolynome konvergiert daher gleichméflig, aber leider

nicht gegen die Funktion A(x). @

Die Beispiele zeigen, dass das Konvergenzverhalten von Interpolationspolynom-
folgen unterschiedlich ist. Wir wollen ohne Beweis drei Siatze angeben, die das
Verhalten von Polynomenfolgen genauer beleuchten. Dazu betrachten wir zu
einer Funktion f jeweils ein Stiitzstellenschema

P, €11, Pn(xl(n)):f<x§n)), i=0,...,n

definiert sind. Zuerst geben wir eine Klasse von Funktionen an, fiir die die
Polynominterpolation problemlos ist.
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2.12. Satz: Fir eine ganze, reelle Funktion f konvergiert die Folge {P,}eN
der Interpolationspolynome bei beliebigem Stiitzstellenschema gleichmdfSig gegen

f.
Fiir beliebige stetige Funktionen gilt der folgende Satz.

2.13. MARCINKIEWICZ: Zu jeder Funktion f € Cla,b] gibt es ein Stiitzstellen-
schema S mit xl(n) € [a,b] firn=0,1,... und i=0,1,...,n, so dass die Folge
{P.}nen der Interpolationspolynome gleichmdfSig gegen f konvergiert.

Der Satz von MARCINKIEWICZ garantiert zwar fiir eine beliebige stetige Funk-
tion die Existenz eines Stiitzstellenschemas, fiir das gleichméflige Konvergenz
eintritt, ein brauchbares Konstruktionsverfahren ist nicht bekannt. Wie der
folgende Satz behauptet, gibt es kein Stiitzstellenschema, das fiir jede stetige
Funktion gleichmé&fBig konvergente Folgen von Interpolationspolynomen liefert.

2.14. FABER: Zu jedem Stiitzstellenschema S mit xgn) € |a,b] firn=0,1,...
und i=0,1,...,n gibt es eine Funktion f € Cla,b|, so dass die Folge {P,(x)},en
der Interpolationspolynome nicht gleichmdflig gegen f konvergiert.

2.3. Rationale Interpolation

2.3.1. Aufgabenstellung und grundlegende Begriffe

Gegeben seien wieder Stiitzpunkte (xo, fo), - - -, (Xn+m, futm). Es ist eine rationale
Funktion

P™(x)  ag+aix+axx® + -+ apx™

QM (x)  bo+bix+box?+ -+ byx"

" (x)

so zu bestimmen, dass die Interpolationsbedingungen
O"(x))=f; i=0,1,....m+n (2.1)

erfiillt sind. Da Zahler- und Nennerpolynom ohnehin durch einen konstanten
Faktor kiirzbar oder erweiterbar ist, reichen die m+n-+ 1 Interpolationsbedin-
gungen aus, um ®"" zu bestimmen. Es liegt nun nahe, die Interpolationsbe-
dingungen in ein lineares Gleichungssystem zu iiberfiihren:

P (x;) — fiQ™ (x;) =0 i=0,1,....,m+n. (2.2)
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Das ist ein homogenes Gleichungssystem mit m+n+ 1 Gleichungen fiir m+n-+2
Unbekannte. Es existieren daher immer nichttriviale Losungen. Auf den ersten
Blick scheint der Ubergang von den eigentlichen Interpolationsbedingungen zu
diesem homogenen Gleichungssystem problemlos zu sein. Leider trifft dies nicht
7.

2.15. Beispiel: Zu den Stiitzpunkten (0,1),(1,2) und (2,2) ist eine rationale
Interpolationsfunktion

_apt+apx
N bo+bix

q)l,l(x)

zu bestimmen. Es ergibt sich das folgende Gleichungssystem zur Bestimmung
der Parameter ag,a;,bg und by:

ap —by =0
ap+aj —Z(bo—l—bl) =0
ao+2a; —2(bg+2b;) = 0

Als Losung erhélt man (bis auf einen gemeinsamen Faktor)
ag=bop=0 a1 =2 b1=1,

also

2x

ol (x) ==
()==
Fir x =0 ist das ein unbestimn}ter Ausdruck. Kiirzt man aber durch x, so
erhilt man ®b!(x) =2. Wegen ®1(0) =2 # 1 16st diese Funktion aber nicht

die Interpolationsaufgabe. @

Offensichtlich ist durch das Gleichungssystem eine notwendige Bedingung
fiir eine Losung des Interpolationsproblems gegeben. Das Beispiel zeigt,
dass nicht jedes rationale Interpolationsproblem losbar ist. Auflerdem sehen
wir, dass nicht jede Losung von einer Losung von entspricht. Wir wollen
dieses Problem genauer untersuchen. Dazu zunéchst zwei Begriffe.

Zwei rationale Funktionen ®; und &, mit

_ P(x) o) P (x)
o0 Y50

heiflen gleich, in Zeichen ®; = ®,, falls sie durch Kiirzen mit einer Konstanten
a # 0 auseinander hervorgehen:

Pi(x) =aP>(x) Q1(x) =aQ(x).

CI>1(X>
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Wir nennen ®; und &, adquivalent, in Zeichen ®; ~ &P,, falls sie sich durch
Kiirzen ineinander iiberfithren lassen:

P10y =P0;.

®(x) bezeichne den rationalen Ausdruck, der durch maximales Kiirzen aus ®(x)
entsteht. Offenbar ist durch diese Definition eine Aquivalenzrelation gegeben;
in jeder Aquivalenzklasse befindet sich ein maximal gekiirztes Element.

2.16. Satz:
(i) Das homogene Gleichungssystem hat stets nichttriviale Losungen

©(x) = P(x) [0 (x), Q" (x) 0.

(ii) Sind ®|""(x) und ®3"(x) Lisungen von 2.9, so gilt " (x) ~ P (x).

Beweis: (i) besitzt als homogenes Gleichungssystem mit m+n+1 Gle-
ichungen fiir m +n+ 2 Unbekannte stets nichttriviale Losungen

(ag,ait,...,am,bo,b1,...,b,) #(0,0,...,0).
Gilt nun fiir eine Losung
O""(x)=by+bix+---+bx"=0,
so folgt fiir das Zahlerpolynom
P"(x;)=0, i=0,1,...,m+n.

Damit hat P™"(x) m+n+12Zm+ 1 Nullstellen. Da aber der Grad von P™"(x)
hochstens m ist, folgt P™"(x) = 0 und damit der Widerspruch

(ao,al,...,am,bo,bl,...,bn) = (0,0,...,0).

Die Annahme Q™" (x) =0 muss daher falsch sein.
(ii) Es seien

B170) = P B0 = Do

zwei Losungen von 2.2 Fiir das Polynom

R(x) = P""(x) 05" (x) — " (x) Q1" (x)
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folgt dann fiir i =0,1,...,n

R(x;) = P""(x)05" (xi) — Py (xi) Q)" (i)
SO () 057" (xi) — fi05" (xi) Q7" (xi)
= 0.

Da aber der Grad des Polynoms R(x) nicht groBer als m+ n ist, folgt sofort
R(x) =0 und damit @7 (x) ~ PJ"(x). *

Ist ™" (x) = P™"(x)/Q™"(x) Losung von 2.2} so treten fiir ein i € {0,1,...,m+
n} zwei Félle ein.

1. Es gilt Q™"(x;) # 0. Dann folgt sofort ®""(x;) = f;; die entsprechende
Interpolationsbedingung ist daher erfiillt.

2. Es gilt Q™"(x;) = 0. Dann gilt auch P"™"(x;) =0, und ®""(x) ist durch
x — x; kiirzbar. In diesem Falle ist ®""(x) fiir eine beliebige Wahl von f;
Losung von 2.2 Ist speziell f; # @"™"(x;), so besitzt [2.2] immer noch die
Losung ®"™"(x), diese ist aber nicht mehr Losung von 2.1l Man nennt
(xi, fi) dann einen unerreichbaren Punkt.

Falls das Gleichungssystem [2.2] hochstens den Rang m+n+ 1 hat, gilt das fol-
gende Kriterium fiir das Auftreten unerreichbarer Punkte.

2.17. Satz: Der Rang der Koeffizientenmatriz des Gleichungssystems [2.9 sei
gleich m+n+1 und ®™"(x) sei eine Losung dieses Systems. Dann gilt:

(i) Ist ®""(x) = ®™"(x), so treten keine unerreichbaren Punkte auf und ®™"(x)
15t Losung von |2.1,.

(ii) Ist @™"(x) # @™ (x), so ist @""(x) weder eine Lisung von noch von
2.1 Es treten unerreichbare Punkte auf.

Beweis: (i) ist offensichtlich.

(ii) Da der Rang der Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems gleich m+n+ 1
ist, ist die Dimension des Losungsraums gleich 1. Damit sind alle Losungen
d™"(x) von [2.2/im Sinne obiger Definition gleich. Gilt aber

P (x) # D" (x),

so ist @™ (x) nicht Lésung von und damit auch nicht Losung von sein.
Es treten unerreichbare Punkte auf. *
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2.3.2. Der Stoer-Algorithmus

Wir wollen in diesem Abschnitt einen NEVILLEartigen Algorithmus zur Auswer-
tung einer rationalen Interpolationsfunktion an einer Stelle ¥ angeben. Dazu
setzen wir voraus, dass beim Losen der Aufgabe keine Ausartungsfille vor-
liegen, d. h. keine unerreichbaren Punkte auftreten. Analog zur Herleitung der
NEVILLEschen Rekursionsformel bezeichnen wir mit

P (x)
0% (x)

den rationalen Ausdruck mit

o (x) =

Plxyell,, OMx)ell, oM(x)=f i=ss+1,...,s+k+1.

Durch pf’l und qlsc’l seien die Hochstkoeffizienten des Zahler- beziehungsweise
Nennerpolynoms gegeben. Es gelte daher

Weiterhin definieren wir

o; = x—x; und Tsk’l(x,y) = Psk’l

(x) —y08" (x).
Dann gilt

Tsk’l(x,-,f,-) =0 i=s,5+1,....,s+k+1.

2.18. Satz: Mit den Startwerten
PO =f, O =1
gelten die folgenden Rekursionsformeln
o Ubergang (k—1,1) — (k,1) firk=1:

k.l k=1, pk—1,] k=10 pk—1,1
Pl = ot MPA ()~ kg P ), (23)

k,l k—1,1 Ak—1,1 k=1, Ak—1,1
Oy (x) = &gy Q¢ (X) = Ogipyiqg, O 7 (%) (2.4)
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o Ubergang (k,1 —1) — (k,1) fiir 1 Z1:

k.l kl—1pk,l—1 k-1 pki1—1

Pi(x) = aopy Py (%) — Ogrkpipg B (%), (2.5)
k.l k-1 Ak,I—1 k=1 ~k1—1

Qs7 (.X) = Oxpy’ Qs—l—l ( ) as+k+lps+1 Q ( ) (26)

Beweis: Wir beweisen die Formeln fiir den Ubergang (k—1,1) — (k,1). Dazu

nehmen wir an, dass ¢l§_1’l(x) und CIDIS:}’I(X) die entsprechenden Interpolations-
bedingungen erfiillen. Es gelte daher

— k—1,1
P, P () € Ty,
k—1,1 k—1,1
Qs ’(x)7Qs+1 (x) € Hla
Tk—ll(xi,fi) = O, i:S,S—|—1,...,S—f—k—|—l—17
s]:-111< infi) = 0, i=s+1,s+2,....s+k+1.

Aus der ersten Rekursionsformel folgt sofort Pt ’l(x) € I;. Fiir die zweite Rekur-
sionsformel iiberlegt man sich leicht, dass der Koeffizient von x/*! gleich Null
ist. Damit gilt ng’l(x) € I1;. Aus den Rekursionsformeln fiir die Z&hler- und
Nennerpolynome erhélt man
k,l —1,lpk—1,1 Lrk—1,1

T () = oy T (0 9) = pkragy T ().
Daraus folgt

Tsk’l(x,-,f,-) =0, i=ss+1,....s+k+1L

Falls keine unerreichbaren Punkte auftreten, erhalten wir tatséchlich nach
und [2.4] Zahler- und Nennerpolynom von q)lsc’l(x). *

Will man die Rekursionsformeln aus Satz anwenden, um wie beim NEVILLE-

Algorithmus einzelne Werte von rationalen Interpolationsfunktionen rekursiv zu

die unbekannten Koeffizienten qlsc : l,qls‘ +11 ! 7 p’s‘ =1 nd

29¢ 299

berechnen, so "‘storen

pf ill Mit dem folgenden Satzes sind sie aber aus den Rekursionsformeln eli-

minierbar.

2.19. Satz: Firk,[Z1 gilt

k—1,1 k—1,1—1 k—1,01-1 k-1, (x—2xgq1) (X — Xy hpi—1)
o (x) _q)s—i-l (x) =— s+1 s ks 1,1 k—l,ls—l
Os "0 (%)
und
k—1,1 k—1,1—1 k—1,1—1 k—1,1 (x—2xg31) - (X = Xgqkpi—1)
CI)s+1 ()_q)s—i-l (x) =— - - :

s+1 s+1 k—1.1 k—1,0—1
Qi1 )0y (%)
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Beweis: Wir zeigen nur die erste Identitdt. Die Giiltigkeit der zweiten Gle-
ichung lasst sich analog beweisen.
Es sei

Z(x) = P 0 - B e )
@)~ el W) o el .

Dann ist Z(x) € Iy, und der Koeffizient von x¥*/=1 i p]; Hl A= k=1,

Firi=s+1,...,s+k+1—1 gilt weiterhin

Z(5) = |@F M) -l ()] &M el ()
= [fi— Al M@ () =0.

Daraus folgt

k—1,01—1
Z(X) —Pgiq C]’; 1I(X—Xsﬂ)“'(X—xs+k+l—1)7
daher
k—1,1 k—1,1-1 k—1, k—1,1—1
ﬁa7w—qﬂ ()] QM 00k
k—1,1—1
—Psq1 4§1“x—%+0“4x—%ﬂﬁhﬁ

und zuletzt

k—1,1 k—1,01—1 k—=1,01—-1 k—1,1 (x xs+1) '(X—Xs+k+l—1>
N (ﬂ_QH (>__SH s k=11 ok=1I=1 :

%*

Nun beseitigen wir die stérenden Koeffizienten aus den Rekursionsformeln. Fiir
den Ubergang (k—1,1) — (k,I) gilt nach Satz [2.18}

k—1,0 pk—1,1 k—1,0 pk—1,1
CI)k’l(x) _ PSkJ(X) _ Usqs Ps+1 (x) as+k+lqs+1 Py (X)
s o k—1,0 ~k—1,1

K, N ) k=10 k=11, "
Qs <x) Osgs Qs+1 (x) as+k+lqs_|_1 Oy (x>

Aus Satz erhalt man

L1l k1l k—10—1, .\ k-1l
CI§ b . D (x) — cI)s—i—l (x) Oy ! (x)
o

k—1,] k1] k—1,1—1 k—1.1,
511 D (x) - s+1 (x) Qoi1 (x)
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Setzt man die letzte Gleichung in die vorletzte ein, so ergibt sich

o Pk
A) —
ok 1

q)lsc,l (x) _ s+1

=
~—
i
ks
/\/-:
=

) QM (x) pk—1,1 k—1.1
x) ' Q§If7l(X)Ps+l ( ) as+k+lP ( )

k=Ll B B
% g §Qf+}”(x)—as+k+zQi‘ Y (%)

B k-1, k—1,1 k—1,1
. Qs 7 (x) D7 (x) = OgyppiPs (%)

08 () — oy 08 ()

- (%) 2 k—1,1 k—1,1
q)k:lz 1(x)q)s_|_1 ( ) Oly -+ Ps ( )

&M )~k M ()

s+1
-
S q)kq,z(x)_q)igl,zq ) s+k+1
k

s+1 s+1

k—1,1 -1,/
_ o M+ D () =Dy 7 (x)
s+1 o q)k 1z(x)_q)1;11,171( ) .
O]

X
it 1 () -2 (W)

Fiir den Ubergang (k,I — 1) — (k,1) gilt eine entsprechende Rekursionsformel.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

2.20. Satz: Fiir k,[ 21 gelten die folgenden Rekursionsformeln:

k—1,1 k—1,1
_ D () —Ps T (x)
q)kJ ¥) = CI)k 1, x)+ s+1
s ( ) s+1 ( ) e, B cI)’s:ll’l(x)—de*l’l(x) ] .

YRk | @ )= ()

s+1

und
kI—1 k-1
Dl () — Pl Dy (%) — Dy (x)
s (x)_ s+1 (x)+ ki—1 k-1 )
e P B AT C) b S CO N
X Fstkt ol () - ()

Es bleibt noch zu kldren, welche Rekursionsformeln im Falle k =0 oder [ =0
anzuwenden ist. Der Fall / =0 entspricht der reinen Polynominterpolation. Wir
wenden die NEVILLEsche Rekursionsformel an. Es gilt

@?,O(X) = fS>
o< 1.0 (x) — cplsc—l,O (%)

k.0 k—1,0 1
BO(x) = @ 10(0) 4 -

X=X,
X—Xstk
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Diese Formel ist in der ersten Rekursionsformel aus Satz enthalten, falls
man die eckige Klammer im Nenner gleich 1 setzt. Das entspricht auch

k_
Bk (x) = .

Der Fall k =0 lasst sich auf Polynominterpolation mit den Stiitzpunkten (x;, 1/ f;)
zuriickfithren. Man erhalt dann ebenfalls mit der NEVILLEschen Rekursions-
formel

11
o' (x) S
||
1 B 1 % () @Y ()
0,/ - 10,—1 —Xs :
; (x) CI)s—H (x> xx—xirl

Daraus ergibt sich

¢8’0(x) = Js

0,/—1 0,/—1
. D (x) — Dy (x)
0/() — @%-! +1 s
V) = Popy ()T T

X—Xg4] q>?i;1 (x) o

Diese Formel entspricht der zweiten Rekursionsformel aus Satz 2.20] falls man
dort CIDS_Ll(x) = 0 setzt.

Somit lassen sich mit den Rekursionsformeln aus Satz beliebige rationale
Ausdriicke ®%!(x) mit ®/(x;) = f; berechnen, falls man

D) =f, s=0,1,....k+1,

CI)_I’l(x) — oo

N

und
CIDIS"_1 (x)=0

setzt. Der gesuchte rationale Ausdruck ist dann
D (x) = D (x).

Solange keine Ausartungen (d.h. keine unerreichbaren Punkte) auftreten, ist
dies entlang eines Zick-Zack-Weges in der (k,l)-Ebene moglich. Es wird also
abwechselnd der Zéhler- und der Nennergrad des rationalen Ausdrucks erhoht.
Bewéahrt hat sich die Folge

(k,1): (0,0) — (0,1) — (1,1) —> (1,2) — (2,2) —> (2,3) —> ---
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Bei dieser Sequenz geniigt die Angabe von k+1 statt k und [. Setzt man
i=s+k+1lund j=k+1, so gilt

s=i—j, k=1[j/2], 1=1[G+1)/2]

Dabei bezeichnet [r] den ganzen Teil der reellen Zahl r, d. h. die grofite ganze
Zahl, die nicht grofler als r ist. Fiir die Groflen

Tij =) =@/ )

ergibt sich dann folgende einheitliche Rekursionsformel:
To = fi, T; 4 =0 i=0,1,2....m+n

und fir j=1,2,...,i,i=0,1,2... ,m+n

Ti—T .+ Tij—1—Ti—1,j-1
Y b1 x—xi—j |1 Tj-1i—T-1j-1| 1'
X—X; Tij1—Ti-1,j2

Diese Rekursionsformel unterscheidet sich von der im NEVILLE-Algorithmus
nur durch die eckige Klammer im Nenner. Wir erhalten so den folgenden Al-
gorithmus.

2.21. STOER-Algorithmus:
Gegeben seien die Stiitzpunkte (xo, fo),- -, (Xn, fn)-

Zu berechnen st der Wert einer interpolierenden rationalen Funktion an der
Stelle x.

fori=1ton do
Tio = fi

endfor

fork=1toi do

Tik—1—T—1 k1
Tix =T -1+ = —
e P I ey I 1
X—xi Tik—1—Ti-1 42

endfor
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Das Berechnen erfolgt wieder in einem Schema &dhnlich zum NEVILLE-Schema.

j=0 1 2 3 4 5
Jfo="Touo
0="Tp 1 T1
fi="To IbY)
0="T Iby T33
fr=Tx kY T4
0="1,_4 T34 T3 Tss
f3=Tx Ty Ts4
0=T5_ Ty T53
fa=Ty Tsy
0="T4 54
J5 =T50

Dieser Algorithmus ist wie der NEVILLE-Algorithmus bei der Polynominter-
polation besonders gut geeignet, falls man die rationale Interpolationsfunktion
nur an einer Stelle auswerten mochte. Die Hinzunahme weiterer Stiitzstellen ist
unproblematisch. Es ist fiir jede Stiitzstelle nur eine zusétzliche Schragzeile an
das Schema anzufiigen.

2.3.3. Der Thiele’sche Kettenbruch

Will man die rationale Interpolationsfunktion selbst berechnen, oder sie an vie-
len Stellen auswerten, so ist der Algorithmus von STOER nicht gut geeignet.
Hier geht man dhnlich wie beim NEWTONschen Ansatz fiir die Polynominter-
polation vor. Der Ansatz erfolgt in Form eines Kettenbruchs. Wir beschréanken
uns jetzt auf rationale Ausdriicke ®%! mit k = oder k = [+ 1. Betrachten wir
zuerst den Fall

-2

Die Interpolationsbedingungen lauten

O (x))=f, i=0,1,2,...,2n.

Es folgt

P P Pg) L P @)
" (x) = 0" (x) = fo+ 0"(x)  0"(xo) = fo+
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Fiir das Zéhlerpolynom folgt

7'(x) = P"(x)—%gn(x)enn
Z'(0) = P'(0) ~ gt Q") =0

Damit gilt
Z'x) = (x—xo)P" '(x), P lell,_,.

Die rationale Interpolationsfunktion léasst sich daher in der Form

n—1 o
D" (x) = fo+ (x—xo) 0" ()(:)C) = fo+ xQn(f)O

darstellen. Fiir den rationalen Ausdruck im Nenner folgt aus den Interpola-
tionsbedingungen

Pg_gfi) — ; ;2 oo, x:) i=1,2,....2n.
Damit lisst sich Q"(x)/P"!(x) wieder zerlegen. Es folgt
Q"(x) _ Q"(x)  Q"(x)
waw‘www”+ml@>fmwm>
('x) n— 1 _1 (.X)
= @(x0,x1) + a :

pr— 1()

Fiir das Zéhlerpolynom erhalten wir

77N x) = (x—x)Q"(x), Q@ lem,

und es gilt
o' (x) X—X]
Pn_1<x) - QD(XO,.Xl) + Prl(x)
0" 1(x)

Der rationale Ausdruck im Nenner erfiillt die Bedingungen

P l(x) Xi — X
0" 1 (xi))  @(x0,xi) — @(x0,x1)

:(P(XO,X1,Xi), 122,3,,21’1
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Setzt man diesen Prozess fort, so erhilt man

X—X
" (x) = fo+ WX)O
Pn—l(x)
X —Xp
xX—x
¢(x0,x1) +Pn_—1(xl)
0" 1(x)

= fo+

=fo+

¢(x0,x1) +

@ (xo,x1,%2) + X— %2, 1

(p(x07x17x27 s 7x2n)

(P(x07xl ,X2,X3) + -
Damit haben wir eine Kettenbruchdarstellung fiir eine rationale Interpolations-
funktion gefunden. Abkiirzend verwendet man fiir den Kettenbruch die Schreib-

weise

" (x) =fo +x — x0/P(x0,%x1) +x —x1/@(x0,%x1,%2) + - -

o +X—X2n_1/(,0 anx17x27 s 7x2n)-

Die in der Darstellung auftretenden Koeflizienten @(x;,,...,x; ) heiflen inverse
Differenzen. Sie werden rekursiv definiert:

Xi—Xxj .. ..
(P('x7'x): ) l7]:O717"'72n7 l#‘]
Y i f
und
o( ) m
Xiy ooy X1, Xy Xp) = .
: o O (X, X1, Xm) — Q(Xiy - X7, Xp)

Ahnlich wie bei den dividierten Differenzen verwendet man wieder ein Schema
zum Berechnen der inversen Differenzen:

k=0 1 2 3 4
xo| Jo
xt| fi | @(xo,x1)
x| fo | @(x1,x2) @(x0,x1,X2)
x| f3 | @(x2,x3) @(x1,x2,x3) @(x0,X1,X2,X3)
xa| fa | @(x3,x4) @©(x2,x3,x2) @(x1,%2,x3,X4) @(X0,X1,X2,X3,%X4)
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Betrachtet man die Teilbriiche des Kettenbruchs, so erkennt man, dass sie eben-
falls rationale Interpolationsfunktionen darstellen. Es gilt

fo = %)
fo+x—x0/o(x0,x1) = @5°(x)
fo—|—x—xo,§0(xo,x1)—|—x—x1 @(XO,X],XQ) = cI)(1)’1(')6)

Der Kettenbruch lasst sich wieder dhnlich wie die NEWTONsche Interpolations-
formel auswerten.

2.22. Auswertung eines Kettenbruchs:
Gegeben seien die Stitzpunkte (xo, fo),- -, (Xn, fn)-
Zu berechnen ist der Wert des Kettenbruchs

D(x) = apg+x—xp/a; —|—x—x1/a2—|—---—l—x—xn_1/a;

an der Stelle X.
d=aq,
fori=n—1to0 step —1 do
P = ai+(f—x,-)/CI>
endfor
Aufwand: n Divisionen und 2n Additionen.

Da die inversen Differenzen keine symmetrischen Funktionen ihrer Argumente
sind, verwendet man besser die reziproken Differenzen. Diese sind folgen-
dendermaflen definiert:

p<_) - 07
p(xi) - ﬁ? i:O71727"'7
Xi — Xk
Xiyeooy Xitk) = + P (Xit1y- s Xitk—1
Pl i+4) P (Xis .oy Xigk—1) = P(Xit 1, -+, Xitk) p i i#-1)
i=0,1,2,..., k=1,2,...

Von diesen reziproken Differenzen lasst sich zeigen, dass sie symmetrische Funk-
tionen ihrer Argumente sind. Der Zusammenhang zwischen den reziproken und
inversen Differenzen ist durch

QD(XO, cee 7xi) - p(x07 T 7xi) _p(x07 T 7-xi—2)

gegeben. Diese Beziehung lasst sich leicht mittels vollstdndiger Induktion be-
weisen, falls man ausnutzt, dass die reziproken Differenzen invariant gegeniiber
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Vertauschungen ihrer Argumente sind.
Verwendet man im obigen Kettenbruch die reziproken Differenzen, so erhélt
man die endgiiltige Form, den THIELEschen Kettenbruch:

D"(x) = p(xo)+x—x0/p(x0,X1) +x—x1/p(x0,%1,X2) — P (x0) +- -

+x — X201/ (X0, X1,X2, - - -, X20) — P (X0,X1,X2, - - -, X20—2)-

2.3.4. Fehler bei der Rationalen Interpolation

Bei rationaler Interpolation ist nicht auszuschliefen, dass zwischen den Stiitzstellen
Pole der rationalen Interpolationsfunktion auftreten. In der N&he eines Pols
wird der Interpolationsfehler im Allgemeinen beliebig grofl werden. Daher lésst
sich der Fehler nicht ohne Kenntnis der Interpolationsfunktion abschéitzen. Es
gilt der folgende Satz.

2.23. Satz: Zu einer Funktion f € C""'a,b] seien Stiitzpunkte

(X(),f()),...,(xn,fn>€[a,b], fi:f(xl')a i=0,...,n

gegeben. Ferner sei ®(x) = P(x)/Q(x) eine rationale Funktion, fir die ®(x;) = f;
firi=0,...,n gilt. Dann existiert zu jedem X € [a,b] ein

& € I = [min{x,xg,...,x,},max{x,xq,...,x,}]
mat

T—x0)(X—x1) - (F—x,) d"H!
o(x)  dt!

T (nt 1)1 Q@) dat! (Q()F () |=

Beweis: Fiir ¥ € {xg,...,x,} ist die Behauptung trivial. Es sei daher x # x; fiir
i=0,...,n. Wir definieren die Funktion

®(x)

O(x)

F(x) = f(x) - ®x) - K

Offensichtlich gilt

F(x)=0, i=0,1,....n.
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Wir bestimmen die Konstante K so, dass auch F(x) =0 gilt. Dann hat die
Funktion F(x) n+2 Nullstellen im Intervall 1. Das gilt ebenfalls fiir die Funktion

Q(x)F (x) = Q(x)f (x) = P(x) — Ko(x).

Mehrmalige Anwendung des Satzes von ROLLE liefert, dass die (n+ 1)-te Ableitung
der Funktion Q(x)F(x) eine Nullstelle & im Intervall I hat. Es gilt dann

dn—i—l dn+1
0= 5 (QIF () it = ey Q) g — K- (n41)!

wegen

dn—|—1 dVH-l
dxn+lw(X):(n+1)!, W

Damit folgt

P(x)=0.

1 Y
Gy et (@) g

K=K(z) =
%

Die Rationale Interpolation bietet Vorteile, falls man Funktionen interpolieren
will, die Polstellen besitzen. In der Ndhe eines Pols wird man mit Hilfe der Poly-
nominterpolation nur ungenaue Resultate erhalten, wohingegen bei der Ratio-
nalen Interpolation eine gute Ubereinstimmung zwischen der zu interpolieren-
den Funktion und der rationalen Interpolationsfunktion zu erwarten ist. Das
folgende Beispiel zeigt diesen Unterschied.

2.24. Beispiel: Fiir die Funktion f(x) =cot(mx/180) wurde zu den Stiitzstellen
x; =i mit i = 1,2,3,4,5 das Interpolationspolynom P(x) und eine rationale In-
terpolationsfunktion ®(x) in Form des THIELEschen Kettenbruchs berechnet.
Es sind die Interpolationsfehler der Polynominterpolation (links) und der Ra-
tionalen Interpolation (rechts) dargestellt. Man beachte den unterschiedlichen

Mafstab auf der y-Achse.

N o N |
1.0 : : 1.0E-7 :
0.5/ \ — 0.5E-7/ \
0 RO 0 — Y
05 S 0.5E-7 |
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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2.4. Spline-Interpolation

2.4.1. Eigenschaften von Splinefunktionen

Wie wir in den letzten Abschnitten gesehen haben, wird der Fehler der Poly-
nominterpolation i. a. selbst bei glatten Funktionen zwischen den Stiitzstellen
beliebig groB. Ahnliches gilt fiir rationale Interpolationsfunktionen, wenn sie
auch fiir bestimmte Aufgaben (Interpolation von Funktionen mit Polstellen)
gewisse Vorteile haben. Andererseits ist bei der rationalen Interpolationsauf-
gabe die Existenz einer Losung nicht gesichert. Wir wollen nun eine andere
Klasse von Funktionen zur Interpolation verwenden. Dazu zunéchst eine Defi-
nition.

Es sei

Ay X0, X1, X}, a=xo<x<--<xp,=b
eine Zerlegung des Intervalls [a,b] und m € N. Dann heifit die Funktion
s:la,b] — R
ein (Polynom-) Spline vom Grad m zur Zerlegung A, falls
1. s€ C™ a,b] und

2. S|[x/.’xj+1] ell, fir j=0,1,...,n—1, d. h. die Einschrdnkung der Funktion
s auf jedes der Intervalle [x;,x;41] ein Polynom vom Grade hochstens m
1st.
Mit
Su(Bn) = { s €C"Ma,] | sy

jXj+1]

€ 1l,, j:0,1,...,n—1}

bezeichnen wir die Menge aller Splinefunktionen vom Grad m zur Zerlegung A,,.
Offensichtlich ist S,,(A;) ein Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen.
Im folgenden Satz wird eine Aussage iiber eine Basis und die Dimension von
Sm(An) gemacht.

2.25. Satz: Durch die Funktionen
{(x—xo)o,(x—xo)l,...,(x—xo)m,(x—xl)ﬁ,(x—xz)ﬁ,...,(x—xn_l)ﬁ}

ist eine Basis des Sy (Ay) gegeben. Die Funktionen (x—x;)% :R — R sind dabe:
durch

Coym [ (e—xp)™ fir x 2 x;j,
(e —xj)% { 0 fiir x < x;
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definiert. Jedes s € Sy(Ay) besitzt die eindeutige Darstellung

(x— x() X_:

(i)

)(xj+0) — s (x; —0)
m!

(x—x;)%,

|
I

1=

wobei mit s(m)(xj—l—O) bzw. s(’")(xj—()) der rechts- bzw. linksseitige Grenzwert

von s an der Stelle x; gemeint ist.
Damit gilt

dimS,,(A,) =m+n.
Beweis: Offensichtlich gilt
(x—x0)°, (x—x0)',. .., (x—x0)™ € Siu(An),

(x—x1)%, (e =x2)s o (e = xn—1)"} € S(An).

Es ist somit nur noch zu zeigen, dass jeder beliebige Spline s € S,,(4,) die
angegebene Darstellung besitzt. Dazu definieren wir zu einem Spline s € S,,(A,)
den Spline € S,,(Ay), gemésB

m (0
4

Dann gilt fiir den Spline (s —17)(x)

XX()

(s—)"M(x;j4+0) = (s—1)"(x;—0), j=12,...,n—1.

Damit ist s —¢ € C™[a,b]. Da aber s —1t stiickweise aus Polynomen vom Hoch-
stgrad m zusammengesetzt ist, gilt s —r € IT,, . Weiterhin gilt (s —1) (xg) =0
fir i =0,1,...,m. Daraus folgt (s—1¢)(x) =0 und somit s =¢. Jeder Spline
s € Sm(Ay) besitzt demnach die angegebene Darstellung. Die Eindeutigkeit der
Darstellung ist offensichtlich. daher ist

{(x—xo)o, (x—x())l, v (e=x0)" (e —x) o (0= x21) T}

eine Basis des Vektorraumes aller Splinefunktionen vom Grad m zur Zerlegung
A, und es gilt

dimS,,(A,) =m+n.
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Wir erinnern uns nun daran, dass wir Splinefunktionen zur Interpolation nutzen
wollen. Die entsprechende Interpolationsaufgabe lautet dann:

Fiir eine Zerlegung A, des Intervalls [a,b] und vorgegebene Werte fy, f1, ..., fa
ist eine Splinefunktion s € S,,(A;) so zu bestimmen, dass die Interpolationsbe-
dingungen

s(xi))=fi, i=0,1,...,n

erfiillt sind. Nach Satz bendtigen wir aber m 4 n Bedingungen, um eine
Splinefunktion aus S,,(A,) eindeutig festzulegen. Es liegt nahe, die fehlenden
m — 1 Bedingungen an den Randpunkten a und b festzulegen. Aus Symme-
triegriinden wére es wiinschenswert, dass die Anzahl der zusétzlichen Bedin-
gungen gerade ist, damit sie gleichméfig auf die Randpunkte des Intervalls [a, b]
aufteilbar sind. Das ist genau dann der Fall, wenn m ungerade ist. Aus diesem
Grund werden wir uns im folgenden auch nur mit Splines ungeraden Grades
beschéftigen. Wir werden daher immer m = 2r+ 1 voraussetzen. Splines unger-
aden Grades zeichnen sich weiterhin durch eine Extremaleigenschaft aus, die
wir als erstes beweisen wollen. Dazu definieren wir auf dem Raum Cla,b] aller
stetigen Funktionen iiber dem Intervall [a,b] die Norm || o|| gemafl

1/2

b
7= { [ £ex)ax

Fiir den eigentlichen Beweis der Extremaleigenschaft von Splines ungeraden
Grades benotigen wir folgenden Hilfssatz.

2.26. Satz: Es sei A, eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Weiterhin seien eine
Splinefunktion s € Spr41(A,) und eine Funktion g € C™a,b] gegeben, die die
Bedingungen

S(xi):g(xi):fi7 i:Oala"'an
erfillen. Dann gilt

g —sUFU )2 = || g D)2 — s+ D)12 — 21(g, 5)

mat
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Beweis: Es gilt

Hg(r—l-l) _s(r—I—l)HZ

r 2
g(r—l-l)(x) _S(H—l)(x)] dx

I
\w

/b-<g(r+1)(x)>22g(r+1)(x)s(r+1)(x)+<S(r+1)(x>>2] .

b _
2 2
:/ <g(r—|—1)(x)> ) <g(r—|—1)(x) _S(H—l)(x)) S(H—l)(x) . (s(H—l)(x)) ] dx
b
_ Hg(r—kl)HZ _2/ <g(r+l)(x) _S(r—H)(x)) S(r—H)(x) dx — HS(r—H)HZ'

Fiir das verbleibende Integral ergibt sich nach mehrmaliger partieller Integra-
tion
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Wegen s €Il ist s +1) stiickweise konstant. Damit gilt

[ joxj1]

Z g(xXjt1)—s XJ+1)) (2r+1)(xj+1—0)_

n—1
— Y (g(x)) = s(x)) s? D (x; +0)
j=0
_ n—1
Z (fre1—=f01) s® D (x0 =0) = Y (5= 1) sV (x4 0)
j=0 =0

=0.
%

Waihlt man nun zusétzliche Bedingungen so, dass I(g,s) verschwindet, so gilt

0= Hg (r+1) r—i—l H2 Hg r+1)H2 . Hs(r—H)H2

daher

1) 1)
s = gV

In diesem Falle wird das Funktional ||o|| in gewissem Sinne durch eine Spline-
funktion minimiert. Der verbleibende Term

r—1

Hg.s) = Y (~1) [ 10— ()] 0140 (o)

i=0 a

verschwindet offensichtlich, falls
o ¢V(a) =5 (a) und gV (b) = sW)(b) fiir j=1,...,r oder
o sU(a)=sU(b) =0 fiir j=r+1,...,2r oder
) [g(j) (a) —s(j)(a)] sUt)(a) = [g(j) (b) —s(j)(b)} sUHD(B) fiir j=1,...,r

gilt. Daraus ergeben sich jeweils die fehlenden 2r Bedingungen zum Losen des
Interpolationsproblems. Wir erhalten folgende drei Typen von Interpolation-
saufgaben:
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(H) Interpolation mit HERMITE-Randbedingungen:

Fiir gegebene Werte fy, ..., f, und Werte fJ,... ,f(gr),f,i, s ,f,Y) ist ein in-
terpolierender Spline s € Sp,41(A,) so zu bestimmen, dass

wahlen.

(N) Interpolation mit natiirlichen Randbedingungen:

Fiir gegebene Werte fy, ..., f; ist ein interpolierender Spline s € S7,41 (An)
zu bestimmen, so dass

s(fi)(a) :sﬁf)(b) =0, i=r+1,...,2r

gilt. Zusitzlich sei vorausgesetzt, dass n = r.

(P) Interpolation mit periodischen Randbedingungen:

Fiir gegebene Werte fy,..., f, mit fy = f, ist ein interpolierender Spline
S5 € 82,+1(Ay) so zu bestimmen, dass

gilt.

Offensichtlich ist in jedem der drei Fille die Gesamtzahl der Bedingungen gleich
2r+1+n, d. h. gleich der Dimension von S5,11(A,). Im folgenden Satz werden
wir zeigen, dass jedes der Probleme eine eindeutige Losung besitzt.

2.27. Satz: Jede der Interpolationsaufgaben (H), (N) beziehungsweise (P)
besitzt eine eindeutige Lisung sy € So1(Ay). Ist g € C™la,b] eine Funktion
mit g(x;) = f; firi=0,1,...,n und

o 3V)(a)
o ¢V(a)=gW(b) fiir j=0,1,...,r fir die Aufgabe (P),

f(') und g (b) = fn f'drj: 1,...,r fir die Aufgabe (H),

so qilt

+1
I+ 2 st
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und im Falle g # sy

1) (r+1)
gV > HS ).

Beweis: Nach Satz lisst sich die Splinefunktion sy € Sp,41(A,) in ein-
deutiger Weise als Linearkombination der dort angegebenen Basisfunktionen
ausdriicken. Setzt man einen Ansatz

2r+1

Zoc,x X0) +ZB]x x;)%

in die Interpolationsbedingungen ein, so erhélt man ein lineares Gleichungssys-
tem von 2r+ 1+ n Gleichungen zur Bestimmung der 2r + 1 +n Parameter

%7"'7a2r—|—17B07“'7Bn—1-

Wenn sich zeigen lésst, dass das homogene Problem eine eindeutige Losung hat,
so ist die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems regulédr und jedes Interpo-
lationsproblem hat eine eindeutige Losung. Vom homogenen Problem wissen
wir, dass es zumindestens die triviale Losung besitzt. Allgemeiner nehmen wir

an, dass sy eine Losung des jeweiligen Interpolationsproblems ist. Wir zeigen
die Eindeutigkeit von s¢. Nach Satz gilt

(r+1
0= [|gt ) — s\ =

r r+1
18D — (1) 1(g.5¢)

mit

r—1

Hgosp) = ¥ (~1) [s070() —s¢ ()] S0 )|

i=0 a

Aufgrund der zusétzlichen Bedingungen verschwindet dieser Ausdruck, so dass

sofort [|g V]| 2 HSEZH)H folgt. Ist nun
(r+1) +1
= [l = sy = 180D =T = (g — s) V),

so folgt g —s¢ € Il,. Wir unterscheiden nun die drei Félle.

e Fiir HERMITE-Randbedingungen ist (g —s7))(a) =0 fiir j =0,1,...,r
Daher ist a eine (r+ 1)-fache Nullstelle von (g —s¢). Damit ist g—s7 =0,
daher g =sy.
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e Fiir natiirliche Randbedingungen ist (g —s¢)(x;) =0 fiir i =0,1,...,n. Da
hier n Z r vorausgesetzt wurde, folgt ebenfalls g = s Iz

e Bei periodischen Randbedingungen ist

(g—s5p)(a)=(g—sp)P (), j=0,1,...,r
Wegen g —s¢ € I, folgt daraus ebenfalls g = s .
Damit gilt |[g" V|| > Hs;rH)H fiir g # s¢. Es sei nun §7 # s eine weitere Spline-
funktion, die das Problem 16st. Dann gilt nach dem eben bewiesenen einerseits

Hs';rﬂ) | > ||s§cr+1) |, andererseits minimiert auch § das Funktional || o||; es muss

daher Hs'(frH) | = Hs(frH) | gelten. Das ist ein Widerspruch. Es gilt somit §¢ = .
Die Losung des Interpolationsproblems ist eindeutig bestimmt. Nach dem oben
gesagten folgt aus der Eindeutigkeit aber auch die Existenz der interpolierenden
Splinefunktion. %*

2.4.2. Berechnen der interpolierenden kubischen Splines

Von besonderer Bedeutung sind die kubischen Splinefunktionen (m = 3). Bei
ihnen wird das Funktional

b

Ioll = | [ )

a

als Gesamtkriimmung der Splinefunktion im Intervall [a,b] interpretiert. [[| Dies
erkldart auch den Namen Splinefunktion. Im Englischen versteht man unter
"spline” eine Art biegsames Kurvenlineal, das in einigen Punkten fest gelagert
wird, um eine Kurve moglichst geringer Kriimmung zu erhalten.

Es sei nun wieder durch A, : {xp,x1,...,X%,} mit a =xp < x; < --- < x, = b eine
Zerlegung des Intervalls [a,b] gegeben. Es soll eine kubische Splinefunktion
s¢ € S3(Ay) berechnet werden, die in den Punkten xg,x1,...,x, gegebene Werte
fo, f1,-- -, fn annimmt und zusétzlich eine der Bedingungen (N), (H) oder (P)

Die Kriimmung einer Kurve in einem Punkt ist durch y”/(1+y2)%/? gegeben. Fiir kleines |y/| ist dann

b

ol = | [(reas

a

ein Maf fiir die Gesamtkriimmung von y = f(x) im Intervall [a,b].
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erfillt. Auf jedem Intervall [x;,x;41] fiir i =0,1,...,n—1 ist die Funktion s¢
durch ein kubisches Polynom gegeben. Wir machen darum folgenden Ansatz:

Sf [xhxiﬂ](x) :(X,-Jrﬁi(x—xi)+}/,~(x—x,-)2—l—5i(x—x,-)3 i=0,1,....,n—1.

Wie schon im Beweis zu Satz angedeutet, lauft das Berechnen der inter-
polierenden kubischen Splinefunktion sy(x) auf das Losen eines linearen Gle-
ichungssystems zur Bestimmung der Parameter o, B;,7%;,6; fir i=0,1,...,n—1
hinaus. Das wiére ein System der Dimension 4n. Wir werden aber sehen, dass
man mit dem Losen eines Gleichungssystems der Dimension ~ n auskommt.
Wir fithren zunéchst die Momente M;, i =0,1,...,n, das sind die Werte der
zweiten Ableitung von sy an den Stellen x;, i=0,1,...,n, ein. Da sy stiickweise
aus Polynomen dritten Grades besteht, ist s} stiickweise linear. Wegen der
Stetigkeit der zweiten Ableitung gilt dann

M 1 —M;
Xi+1 — X

/!

i [xi,xiﬂ](x) =M;+

(x—x;), i=0,1,....n—1.

Zweimalige Integration liefert

M; 2, Mip1 —M; 3
4 ] = a. ] - ) A - [ _— E— . .
5 [l () = O+ Bl =) + 2 (x—xi) +6(xi+1—)a') (x —x;)
Aus
sf {xi7xi+1]<xi) :fi
folgt
a; = fi,
und aus
Sf [xivxi+l](xi+1) = fit1
folgt
+1—fi M; M| — M,
Pi = JH_TI(X"H _xi)_%(xi%—l —X;)
4 1
_ fix1—fi M1 +2M;
- - (X1 —xi).
Xit1 — Xi 6
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Mit der Abkiirzung h; = x;11 — x; erhalten wir damit folgende Darstellung der
Parameter der kubischen Polynome durch die Momente der Splinefunktion:

o = fia (27)
Bi = ﬁ+1_ﬁ—Mi+l+2Mihi, (2.8)
h; 6
M;
= =L 2.9
%= 5 (2.9)
M. —M,;
S = —— 1 2.10
o (2.10)

fir i=0,1,...,n—1. Wegen der Stetigkeit der ersten Ableitung von s gilt:

St ] i61) = 87 |y ia) Kie 1), i=0,1,...,n =2,
und damit
Bi+2%-hi+36i-hi=Biy1, i=0,1,....n—2.

Setzt man nun die Ausdriicke bis in die letzte Gleichung ein, so erhalt
man n — 1 Gleichungen zur Bestimmung der n+ 1 Momente My,M;,...,M,:

Mi+2:ﬁ+2—ﬁ+1 Jit1 — fz i=0.1....n—2.
hi-i—l h;

h; hi +hiyq
Ll V A
61T T3

hl+1
6

MH—] +
(2.11)

Diesem System soll eine Form gegeben werden, in der man den Zusammenhang
zwischen den Elementen der Koeffizientenmatrix besser erkennt. Dazu multi-
plizieren wir die Gleichungen jeweils mit 6/(h;+h;y 1), ersetzen i durch i — 1 und
erhalten

hi_ i 6 [fH—l — fi fi_fi—1]
L M oM — M = -
hii+hi itk T R+ h; hi—

(2.12)

firi=1,...,n—1.

Die fehlenden zwei Gleichungen ergeben sich aus den zusétzlichen Randbedin-
gungen der Probleme (H), (N) bzw. (P). Speziell folgt fiir die einzelnen Prob-
leme:

H: s's(x0) = fo = 2Mo+M; = I {flhofo—f(l)r

fn fn 1]
hn 1

6
S}(xn) :fié == M, +2M, = h_ |:fr/z
n
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N : S}(XO):O:>MO:O,
s (xn) =0 = M, =0.

P sy(x0) =sp(xn) = fo=fa
st(x0) = 87 (xn) = Mo = My,
s'e(x0) = s (xn) = LMn_l +2M,, + LMl
hy—1+ho hy—1+ho
_ 6 fl_fn_fn_fn—l
Chyitho | ko hn—1

Damit sind die Momente fiir die Probleme (H), (N) bzw. (P) jeweils durch ein
lineares Gleichungssystem der Form Am = d festgelegt. Dabei gilt

2 A O ... O Mo do
w2 ),1 : M, dy
A: O . . 0 , m = , d: :
Hn—1 2 An—l My dy—1
0 0 [,Ln 2 Mn dn
mit
.
 hiy
.ul_ hi"'hi—l,
h; > i=1,....,n—1
hi= =1, o
hi+hi— H
6 [ﬁﬂ—ﬁ_ﬁ-—ﬁ_l}
Y it hioy h; hi—1 )
und
\
‘u’n:%: 9
6 | f1—/o , > fiir das Problem (H)
dl:h_ h f() )
0 0
6 fn fn 1]
d /
" hn—l [fn hn—l J
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bzw.

=2 =0
> fiir das Problem (N).

do=d, =0 J

Fiir diese beiden Problemstellungen ergeben sich tridiagonale Koeffizientenma-
trizen. Das macht das Losen der entsprechenden Gleichungssysteme besonders
einfach.

Im Falle periodischer Randbedingungen ergibt sich das Gleichungssystem

Am=d
mit
(2 M O ... 0 Hl\
w2 A 0 M, dy
0 ) : : M, dr
A= _ 93. ' , m= : , d=
' ' 0 M, dn—l
: T ,u«n—l 2 )‘I’l—l Ml’l dl’l
\A O ... 0 w 2 )

Dabei sind u;,A; und d; fiir i =1,...,n— 1 wie bei den Problemen (H) und (N)
festgelegt. Auflerdem gilt

. hy—1
‘LLn - h()-i-hn_l,
ho
A :—:1—
" hothy
d — 6 fl_fn_fn_fn—l
" ho+he | ho o1 |-

Die Koeffizientenmatrizen sind jeweils zeilendiagonaldominant, der Betrag des
Diagonalelementes jeder Zeile ist grofler als die Summe der Betrége der Nicht-
diagonalelemente. Wie wir spéter sehen werden, sind solche Matrizen stets reg-
ulér, so dass auch auf diese konstruktive Weise die Existenz- und Eindeutigkeit
der Losungen der Probleme (H), (N) und (P) folgt.
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2.4.3. Fehler und Konvergenz der Spline-Interpolation

In Abschnitt haben wir gesehen, dass Interpolationspolynome nur unter
starken Voraussetzungen gegen die Funktion konvergieren, die interpoliert wer-
den soll. Selbst fiir immer feiner werdende Zerlegungen liegt im allgemeinen
keine Konvergenz vor. Dagegen ist das Konvergenzverhalten der Spline-Funktionen
bedeutend angenehmer. Wir werden zeigen, dass nicht nur die Splinefunktionen
selbst gleichméflig gegen die zu interpolierenden Funktionen konvergieren, son-
dern auch noch Ableitungen der Splinefunktion gegen entsprechende Ableitun-
gen der zu interpolierenden Funktion.

2.28. Satz: FEs sei f € C ™ la,b] und sr € Sory1(An) die eindeutige Liosung
eines der Probleme (H), (N) oder (P). Weiterhin sei

h= jzgl}é.l)’i_l{xj+1 —%t
Dann gilt
, ; 1)! ;
79— Pl YD prsrvzsy ey, =01,

Vr+1j!

Beweis: Die Funktion g(x) = f(x) —s¢(x) hat die Nullstellen xg,x1,...,x, im
Intervall [a,b]. Nach dem Satz von ROLLE besitzt dann ¢ n Nullstellen in

den Intervallen [x;,x;11], i=1,...,n—1, ¢" n—1 Nullstellen in den Intervallen
xi,xiza], i=1,...,n—2, usw. Allgemein besitzt ¢/) fiir j=1,...,r+ 1 min-
destens n— j+ 1 Nullstellen, die jeweils in den Intervallen [x;,x;1 ], i=1,...,n—j

liegen. Der Abstand zweier aufeinanderfolgender Nullstellen von q(j) ist damit
hochstens (j+ 1)h. Fiir ein beliebiges ¢ € [a,b] und j € {0,...,r} existiert damit
ein

tic{t—(j+ht+(j+1)h}N[a,b] mit ¢V)(t;) =0.
Dann ist

t

’q(j)(,)‘ _ /q(j+1)(x)dx
lj

= G+DR)g Y o, j=0,...,r—1.

Daraus folgt

g oo = G+ DA)lgV T ooy j=0,..0,r— 1.
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Mehrmalige Anwendung dieser Ungleichung liefert

(j+ Dhllg" s
G+ DG +2)P g

Il

|ANIVAN

| .
el
J:

Eine Abschiitzung von ||¢\")||. erhélt man mittels der CAUCHY-SCHWARZschen
Ungleichung. Es gilt fiir beliebiges 7 € [a, b]

0 = | a0 dx

A
—

[

o

=

@) as

Iy

ty
= Ve—ulllg" V)
= Vi Dhllg" 2.

Damit erhalten wir zunachst

. ; r+1 ' r—i r r
Hf(]) —S;J)Hoo < (r\/—Tl)]'\/Eh J”f( +1) _S;Jrl)Hz.

Nach Satz gilt aber

+1 +1
10D = sEFVE = ) p D3 — sV PE < ) D)3,
Damit folgt die Behauptung. *

Aus diesem Satz ergibt sich aber auch sofort die angekiindigte Konvergenzeigen-
schaft der interpolierenden Splinefunktionen.

2.29. Satz: FEs seien {Ap}uen mit

Anz{a:x(()n) <x§n> <-~<x(nj1 <x,(1n):b}

n
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eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a,b] und f € C"[a,b].
Die Funktion s, r € Szr41 (An) sei die Losung der entsprechenden Interpolation-
sprobleme (H), (N) bzw. (P). Weiterhin sei

die Feinheit der Zerlegung A,. Dann gilt: Fir alle Folgen {Ay},en, deren Fein-
heiten eine Nullfolge bilden, konvergiert die Folge der zugehdrigen interpolieren-
den Splinefunktionen {sp r}nen auf dem Intervall [a,b] gleichmdf$ig gegen die
Funktion f. Auflerdem konvergieren alle Ableitungen bis zur Ordnung r von
Sn.f gleichmifig gegen die entsprechenden Ableitungen von f.

2.30. Beispiel: Fiir die Funktion f(x) = 1/(1+4x?) wurde fiirn=>5,7,9,11,13,15
aquidistanten Stiitzstellen die jeweilige interpolierende Splinefunktion mit natiir-

lichen Randbedingungen berechnet. Es sind die Funktion f(x) und die entsprechen-
den Splinefunktionen dargestellt.

1.0 /\ 1.0 / |

/

50 25 0 25 5.0 50 25 0 25 5.0

f(z),s75(x) f(x),s77(2)
1.0 | 1.0 . —
0.5 | 0.5 / \ |
50 25 0 25 5.0 50 25 0 25 5.0

f(l'), 3f,9(~'l7) f(l')a Sf11 (-’E)
1.0 /\ 1.0 / |
0.5 | 0.5 |

Q

50 25 0 25 5.0 50 25 0 25 50

f(=), 57,13(2) f(z), 57,15(z)
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2.5. Aufgaben

1. Zu den Stiitzstellen xq,...,x, seien L;, i =0, ... ,n die LAGRANGE-Polynome.
Man zeige:

" . 1 fir j=0

(a) Y c,-x{: 0 fir j=1,2,...,n ci = L;(0)
=0 (=D)"xg...x, fir j=n+1
n

(b) ;()Li(x) = 1.

2. Die BESSEL-Funktion nullter Ordnung

T
1
olx) = — / cos(x-sin(r)) d
0
soll an dquidistanten Stiitzstellen x; = xo+ih, i =0,1,... tabelliert werden.

Welche Schrittweite A ist zu wéhlen, falls bei

(a) linearer Interpolation,

(b) quadratischer Interpolation

mit Hilfe dieser Tafel der absolute Fehler |Io(x) — P, (x)| kleiner als 10~°
ausfallen soll?

3. Man schreibe ein Programm zur Polynominterploation, das die baryzen-
trische Darstellung verwendet.

4. Die auf dem abgeschlossenen Intervall I =[—1, 1] zweimal stetig differen-
zierbare Funktion f werde durch ein lineares Polynom zu den Stiitzpunk-
ten (xg, f(x0)) und (xy, f(x1)) mit xg,x; € I interpoliert. Dann ist

1 /1
o = 5 max](€) max | (v—o)(x—)|
eine obere Schranke fiir den maximalen, absoluten Interpolationsfehler
auf I. Wie hat man xy und x| zu wahlen, damit a mdoglichst klein wird?
Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen (x —xg)(x —x1) und cos(2-
arccos(x))?

5. Man berechne cot(x) fiir x = {5, falls cot(x) an folgenden Stiitzstellen

bekannt ist:
T
Xi =

6
cot(x;) | V3

— N
o Iy

T
3
V3
3

W
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(a) mit Hilfe der Polynominterpolation,

(b) mit Hilfe der rationalen Interpolation.
Man vergleiche die Ergebnisse mit dem exakten Wert 2+ /3.

6. Man programmiere den rekursiven Algorithmus von STOER zur Auswer-
tung einer rationalen Interpolationsfunktion so, dass man neben den Feldern
der Lange n+1 fiir die x; bzw. f; nur noch ein Feld der Lange n+1 fiir die
T;  und zwei reelle Hilfsvariablen benotigt.

7. Es sei @"" die rationale Interpolationsfunktion zu den Stiitzpunkten

(X(),f()), ceey (xm—i—nafm—i—n)

. Man zeige, dass @"" sich wie folgt darstellen lasst:

o= x, o a =), (i = X) fs - (= %)" il i

m-+n °

B ‘ka_xv"'7(xk_x)m7('xk—x)fka"-7('xk—x)nfk‘k:0

" (x)

Dabei steht |ak7---7€k|2nion fiir

w &
det : :
Optn - ém—l—n

Hinweise:

(a) Es ist zu zeigen, dass ®"™"(x;) = f; fir i=0,1,...,m+n.

(b) Es ist zu zeigen, dass der Grad des Zihler- bzw. Nennerpolynoms
von " hochstens m bzw. n ist.

8. Man berechne fiir die Stiitzpunkte
xi |0 1]-1]{2]-2
filt|3]2]3]32
die inversen oder reziproken Differenzen und bestimme damit den ratio-
nalen Ausdruck ®2?2(x) mit Zihlergrad = Nennergrad = 2 und ®>?(x;) =
fiin der Form eines Kettenbruches. Man berechne daraus auch das Z&hler-
und das Nennerpolynom.

9. EA s(x) bezeichne denjenigen Spline, der zu einer Zerlegung

A:{CZIX()<X1<"'<XN_1 <xN=b}
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des Intervalls [a,b] und zu gegebenen A;,i =0,...,N —1 das

Funktional
1 M+l

Py J;: |2+ a3 (2] ax

iiber C?[a,b] minimiert.

(a) Man zeige:
EA ¢ hat intervallweise die Darstellung

EAjf(x) = a; + Bi(x — x;) + %wi(x — x;) + 0@ (x — x;)

fiirxiixixiH, iZO,...,N—l,

2[cosh(Aix) —1
o) = 2B 21
i
6 [Sil’lh(l,‘x) — )L,-x]
¢i(x) = P ,
i
i, Bi,7: und & Konstanten. Ea ¢ bezeichnet man als Exponential-
spline.

(b) Was erhélt man im Grenzfall ;; — 0 7

Hinweis: Man gehe dhnlich wie im Beweis der entsprechenden Extremaleigen-
schaft von Polynomialsplines ungeraden Grades vor und iiberlege sich, wie
die fehlenden Bedingungen zu wéhlen sind.

10. Fiir das Intervall [a,b] sei durch h = (b—a)/n und xy = a+ vh fir v =
—3,-2,...,n+3 eine Zerlegung gegeben. By, (v = —3,...,n— 1) bezeichne
die kubische Spline-Funktion mit folgenden Eigenschaften:

By(x) =0 fir xSxy und xZxyi4
(b)
Xv+4
By(x)dx=1
Xy

Man berechne By (x)!
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Integration

3.1. Einfiihrung

3.1.1. Aufgabenstellung und grundlegende Begriffe

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem ndherungsweisen Berechnen bes-
timmter Integrale der Form

mit endlichen Grenzen a,b beschiftigen. Fiir die Gewichtsfunktion w(x) gelte:
1.w:hh}—+R+:{xeR|xiO}

2. @€ L'a,b],
3. @ besitzt auf [a,b] nur endlich viele Nullstellen.

Man benétigt numerische Integrationsverfahren nicht nur in den Féllen, wo die
Funktionen nicht elementar integrierbar sind (z.B. @(x) =1 und f(x) = ¢"/x
oder f(x) = e oder f(x) =1 /Inx oder dhnliches). Oft ist die Funktion f
selbst nicht als analytischer Ausdruck, sondern nur punktweise gegeben. In
diesem Falle bleibt nur die numerische Methode zur Integralberechnung. Ziel
wird es sein, unter Verwendung von moglichst wenig Funktionswerten moglichst
gute Niherungen von I(f) in der Form

I(f) ~ i()wif(xi)

91



92 CHAPTER 3. INTEGRATION

zu erhalten. Hier und im folgenden sei
A" ={xp,..., %}, a=x<x1<---<x,=0>b

eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Eine Naherungsfunktion Q, fiir das bes-
timmte Integral I(f) in der Form

On(f) = i(,)wif(xi)

bezeichnen wir als Quadraturformel, die Daten w;, i =0, 1,...,n, heilen Gewichte.
Die Aufgabe besteht darin, Stiitzstellen und Gewichte so zu bestimmen, dass
On(f) eine gute Ndherung von I(f) fiir moglichst viele Funktionen f ist. Dabei
diirfen die Stiitzstellen vorgegeben sein (z.B. dquidistant), um die Gewichte zu
ermitteln. Zu festen Gewichten kénnen geeignete Stiitzstellen gesucht werden;

oder man bestimmt Stiitzstellen und Gewichte simultan so, dass Quadratur-
formeln hoher Genauigkeit entstehen. Dazu ist zunéchst ein Maf fiir die Genauigkeit
einer Quadraturformel festzulegen.

Eine Quadraturformel Q,

On(f) = i,)wif(xi)

zum naherungsweisen Berechnen des bestimmten Integrals I(f) heifit exakt
vom Grade m (m-exakt), falls die Quadraturformel Q, alle Polynome aus IT,, ex-
akt integriert. Die grofite dieser Zahlen m heifit Exaktheitsgrad der Quadratur-
formel. Man erkennt sofort, dass der Exaktheitsgrad einer Quadraturformel
beschrankt ist.

3.1. Satz: Der Exaktheitsgrad einer Quadraturformel Q, ist hochstens 2n+1.

Beweis: Es geniigt, ein Polynom vom Grad 2n+ 2 anzugeben, das von der
Quadraturformel Q, nicht exakt integriert wird. Es sei

p(x) = (x—x0)*(x—x1)% - (x —x,)? € o
Dann gilt offensichtlich

b
1(p)= [ @()p(x)dx >0,

a
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aber

p)= i(,)wip(xi) =0,

daher I(p) # On(p). *

Mit der GAussschen Integrationsmethode werden wir im Abschnitt maxi-
mal exakte Quadraturformeln kennenlernen.

3.1.2. Die Peano’sche Darstellung des Quadraturfehlers

Neben dem Exaktheitsgrad interessiert fiir eine konkrete Funktion f die Grofle
des Fehlers

Ra(f) =1(f) = On(/).

Der folgende Satz liefert uns eine Moglichkeit, Darstellungen fiir diesen Fehler
zu finden, falls der Exaktheitsgrad der Quadraturformel bekannt ist.

3.2. PEANO: FEs sei f € C™a,b] mit 0=1=m und Q, mit

n
=Y wif(xi)
i=0
eine m-exakte Quadraturformel zum ndherungsweisen Berechnen des bestimmten
Integrals I(f). Dann gilt

b

Ri(f) = [ 0 0Ki(o)dr

a

mit
1 1 7 1
mmzﬁmhwﬂﬂ:ﬁt/mm»4ﬂm—§wm

Beweis: Die Funktion Kj(¢) heift PEANO-Kern von R,,. Die TAYLOR-Entwicklung
der Funktion f lautet

-5

i

a)' +ry(x)



94 CHAPTER 3. INTEGRATION

mit dem Restglied

X b
= [ A= [ F 00,

Wendet man das Funktional R, auf die TAYLOR-Entwicklung von f an, so erhélt
man

Ru(f) = R (rz)

_ /fl+1 L dr
_ /a) / (1) (1) (x — dtdx—Zw,/le ) dr

_ 1_1!/f<l+1>(t) /a)( x—1), dx - Zw, _—

b

b
= [0 )R [0k ] i = [ FD @i an

a a

%*

Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir sofort eine Abschéitzung fiir den Quadratur-
fehler

RIS max |01 [ 1K) dr.

X€|a,

Hat der PEANO-Kern K, auf |a,b] ein konstantes Vorzeichen, so lisst sich auf
die PEANOsche Restglieddarstellung der Mittelwertsatz der Integralrechnung
anwenden. Man erhilt

b

Ru(f) = 70 [ Knlt)dr, & € lab],

a

Setzt man speziell f(x) =x""1 so folgt

R,(x™ ™ = (m+1) /K
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daher

/K m—:qlr)l)

Damit gilt der folgende Satz.

3.3. Satz: FEs seien f € CmH[a,b] und Q, eine m-exakte Quadraturformel
mit einem PEANO-Kern, der ein konstantes Vorzeichen auf dem Intervall [a, D]
besitzt.

Dann ezistiert ein & € [a,b] mit

f(m+1)(€)R (xm—i-l)‘

Ralf) = (m+1)1 "

Der Quadraturfehler ist daher beschrénkt, falls die Funktion f hinreichend oft
differenzierbar ist.

3.4. Beispiel: Wir betrachten die folgende einfache Quadraturformel:

_/bf(x)dm(ba)f (“;“b> = 0(f)-

Das ist die sogenannte Mittelpunkt- oder Rechteckregel. Zuerst wollen wir den
Exaktheitsgrad dieser Quadraturformel ermitteln. Dafiir setzen wir nacheinan-

der Polynome x°,x! %%, ... in die Quadraturformel ein und iiberpriifen, ob sich
das exakte Integral ergibt.
o flx)=x"=1
R(1)=1(1)— /ldx— b—a)1=(b—a)—(b—a) =0
o fl)=x=x
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o flx)=x
/ b+a)’
R(?) = 1(x2)—Q(x2):/x2dx—(b—a)< 2")
a
B b3—a3_(b_ )b2+2ab—|—a2_b3—a3_b3—|—ab2—a2b—a3
-3 . 4 3 4
_ b3—3ab21—|—23a2b—a (b a) L0,

Der Exaktheitsgrad der Rechteckregel ist also m = 1.
Nach Satz erhalten wir fiir das Restglied der Rechteckregel die Darstellung

b
Rﬂ:/ﬂ@Ktm

die fiir alle Funktionen f € C?[a,b] gilt. Fiir den PEANO-Kern K] ergibt sich

Ki(1) = R[(x—1)+]
(x— 1)y dx— (b— a)(a—;b—t>

(x—1)dx— (b—a (“*b >
_ %(x—t)zf—(b a (“H’ )

_ %(b—t)z—(b—a) (“;b >+.

Wir haben zwei Falle zu unterscheiden:

N\w Q\w

° aété#

1 a-+b
Ki(1) — 5<b—r>2—<b—a>< ! —r)
1
_ E[bz—2bt—|—t2—b2—|—a2—|—2bt—2at}

Mgg
2

1
= 3 [a2—2at—|—t2} =
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° # <t<bh
1
Ki(r) = 5(b—t)2 = 0.

Der PEANO-Kern &ndert daher nicht sein Vorzeichen auf dem Intervall [a,b].
Damit gilt

_ f//(é)R(x2) _ f//(é) . (b_a>3 :f//(’é)(b_a)3-

R(f) 2 2 12 24

@

3.1.3. Asymptotische Exaktheit von Quadraturformeln

Neben Fehlerabschétzungen fiir Quadraturformeln interessiert auch das Verhal-
ten des Quadraturfehlers bei zunehmender Anzahl von Stiitzstellen. Dazu sind
einige Begriffe einzufiihren.

Es seien {A"},en = {{xén), . ,x,(in)}}neN eine Zerlegungsfolge des Intervalls [a, b],

W} ey = {{w(()n), s ,w,(,n)}} eine Gewichtsfolge und {Q,},en eine Folge von
Quadraturformeln mit

Die Folge {Qn}nen heilt Quadraturverfahren. FEine Quadraturformel Q,
heifit asymptotisch exakt, falls das entsprechende Quadraturverfahren {Q,},cn
fiir jede Funktion f € Cla,b] gegen I(f) konvergiert:

lim Q,,(f) = I1(f).

n—soo

Ziel ist es nun, notwendige und hinreichende Bedingung fiir die asymptotische
Exaktheit von Quadraturformeln anzugeben. Als Hilfe benotigen wir dazu den
folgenden Satz.

3.5. WEIERSTRASSscher Approximationssatz: FEs sei f € Cla,b]. Dann
existiert zu jedem € >0 ein n € N und ein Polynom p € I1,, so dass

lf = plleo = max, [f(x)—px)| <&

x€la

18t.
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Beweis: Da jedes endliche Intervall [a,b] mittels der linearen Transformation
x=a+ (b—a)§ auf das Intervall [0, 1] abbildbar ist, beschrinken wir uns im
Beweis auf die Betrachtung des Intervalls [0, 1]. Wir zeigen nun, dass die Folge
der BERNSTEIN-Polynome

Zf( )() (1—-x)"" n=0,1,...

auf dem Intervall [0, 1] gleichméfig gegen die Funktion f konvergiert.
Zuerst stellen wir fest, dass (B,f)(0) =0 und (B,f)(1) =1 fiir alle n € N gilt.
Weiterhin ist fiir alle n

e M (EEIES WA

i—0 \!

Damit folgt
CECYCENE) WHEES WA CYPHE

o (o
Wir erhalten so fur alle x € [0,1] die Abschatzung
-(3)
Aus der Stetigkeit von f folgt, dass zu gegebenem € > 0 ein § > 0 derart ex-
istiert, dass

-1 (1)

fiir alle i gilt, die ’x— }1‘ = § erfiillen. Wir definieren nun die Indexmengen

0) = (Baf) ] X | ).

[IA

E
2

Ni(x) = {iG{O,l,...,n} X—— <5}
Ny (x) = {iE{O,l,...,n} xX—— iS}:{O,l,...,n}\Nl(x).
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n

)

i=0

Beziiglich dieser Indexmengen zerlegen wir die obige Summe in zwei Teilsum-
qni(x) = Z

) - f (—) X it (—)

"X )

lGNz )
< €% €
Qm Z Qm 5 qu(x) = 5
lEN[ i=0

qni(X)+

qni(X)-

Fiir die erste Summe gilt
[
¥ |reo-r (%)

IEN; (X)
Fir die zweite Summe erhalten wir

(x— 1)

T 1001 (1) antr) = x 70 =1 (£ amty
<5, L rwrefr(;) e
) qm-<x><x—;'>2
N> (x)
2M &

1A

62 Zin )C——

it M= .
mi max ()]

Die letzte Summe in der Abschéitzung lasst sich weiter umformen:

n i 5 5 n n i n i2
Y i) (x—=)" =x")_ qni(x) —2x Y —qni(x) + Y —qni(x)
i=0 n i—0 i—o " i—0 "

Im Einzelnen ergibt sich

n
xzzqm-(x) = X
i=0
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i=0

Somit ergibt sich

n .

[
ani(x)(x—z)zzxz—bcz—l—xz—i— =
i=0

2x Z %qm-(x) =

CHAPTER 3. INTEGRATION

i—0 "
N n! i n—i
2xi_02i!(n—i)!x(l_x)
o (n—1)!

n—2
(n—1)x? y (” - 2> A1 —x) === 1 X

=0

1 X x(1—x
P I Gt}
n n n




3.1. EINFUHRUNG 101

und weiter
(g gML_ M ¢
iel%(x) fe) =1 (n) ani() = §24n  2m82 2

falls n > M/(€8%) gewihlt wird. Damit existiert zu jedem € > 0 ein ng(=
[M/(€6%)]) derart, dass

£

— =€
2

£) = (Baf) @) < 5+

fiir alle n > ng gilt. Die BERNSTEIN-Polynome B, f konvergieren damit auf dem
Intervall [0, 1] gleichméBig gegen die Funktion f. *

Nun sind wir in der Lage, eine Aussage iiber die asymptotische Exaktheit von
Quadraturverfahren zu machen.

3.6. Satz: Es sei f € Cla,b] und Q, mit

eine Quadraturformel zum ndherungsweisen Berechnen des bestimmten Inte-
grals

b
1) = [ @@f )

Die Quadraturformel ist asymptotisch exakt, falls sie fiir alle Polynome exakt
ist und die absolute Gewichtssummenfolge gleichmdfig beschrankt ist.

Beweis: Es sei f € Cla,b], € >0 und W = ffa)(x) dx. Nach Satz [3.5| existiert
ein Polynom p mit

£
1f = plles = KW

Wegen der Voraussetzung gibt es zu p ein ng(€) mit

0:(p) = 1(p)| <5 VnZme).
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Damit gilt fiir alle n = ng(€)

10 (f) —1(f)] 100 (f) — Qu(p) + On(p) —I(p) +1(p) —I(f)|
100(f) — On(p)| +10n(p) —I(p)| + I(p) —I(f)|
b

X i [ - pa)] 5 + [ @0lnts) = e
b

Al

1A

AN

S LS s o
PO aes— W
2(K+W) & 2 2K+W

eEK 4_8_+ ew .
20K+W) 2 2(K+W)

AN

%*

Bemerkung: Die Bedingungen des Satzes sind auch notwendig fiir asympto-
tische Exaktheit von Quadraturformeln. Als Folgerung aus Satz erhalten
wir sofort den folgenden Satz.

3.7. Satz: Es sei f € Cla,b] und Q, mit

=Y
i=0

ewne Quadraturformel zum ndherungsweisen Berechnen des bestimmten Inte-
grals

gegeben. Die Quadraturformel ist asymptotisch exakt, falls sie fiir alle Polynome
exakt ist und alle Gewichte nichtnegativ sind.

Beweis: Es gilt

=Y =y ")
i=0 i=0

Da nach Voraussetzung die Folge {Q,,(1) },cn konvergiert, ist sie auch beschréankt.
Damit gilt

3K > 0Vn e NK > Q,(1 Z|w

Mit Satz[3.6|folgt sofort die Exaktheit der Quadraturformel fiir alle f € Cla,b]. #
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Dieser Satz erklédrt die besondere Bedeutung von Quadraturformeln mit posi-
tiven Gewichten.

3.2. Die Newton-Cotes-Formeln

3.2.1. Die geschlossenen Newton-Cotes-Formeln

Betrachten wir nun die Aufgabe, zu vorgegebenen Stiitzstellen, eine Quadratur-
formel mit moglichst hohem Exaktheitsgrad zu konstruieren. Fiir den Fall
®(x) = 1 und dquidistante Stiitzstellen erhilt man die sogenannten NEWTON-
CoTESs-Formeln. Die Vorgehensweise zu ihrer Konstruktion ist dabei einfach
und einleuchtend. Wir ersetzen den Integranden f durch ein Interpolationspoly-
nom, das an den Stiitzstellen x; die Werte f; = f(x;) annimmt. Das bestimmte
Integral iiber dieses Interpolationspolynom liefert uns dann eine Naherung fiir
das zu berechnende Integral. Mit Hilfe der LAGRANGEschen Darstellung des
Interpolationspolynoms erhélt man

fx) = éﬁLE") () 4 ()

mit
L) =T[2"Y, i=o,
(x) = , i=0,1,...,n
! 0 Xi —Xj
JF#i

und einem Restglied ry,(x). Die bestimmte Integration iiber das Intervall [a,b]
liefert
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Fiir die Gewichte w; wollen wir noch eine etwas giinstigere Darstellung finden.
Mit den Substitutionen x = a+sh, x; = a+ih und x; = a+ jh erhalten wir

= h

/ " (a+sh)— a+jh)d b—a [
S =
(a+ih) — (a+ jh) n i
0 0 j#i
Die durch diese dquidistanten Stiitzstellen und die entsprechenden Gewichte

gegebenen Quadraturformeln werden als geschlossene NEWTON-COTES-Formeln
bezeichnet. Ublicherweise werden sie in der Form

\.\.
~.

n n

1(f)=(b-a) Y. 6" f™) +Ru(f) = (b—a) ¥ 6" £ + Ro(f)

i=0 i=0

angegeben.

3.8. Beispiel: Betrachten wir den einfachsten Fall n = 1. Die Stiitzstellen sind
dann durch xg = a und x; = b gegeben. Fiir die Gewichte erhalten wir

1 1
2
(n _ /s—ld (s 1
% 0—1% 2 )|, T 2
0
(1) 1S—O s21 1
= ds = —| ==
1 /1—0 = 20,72
0

Das ist die sogenannte Trapez-Regel

01t = (-0 |10+ 1P
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a b

Statt der Fldche unter der Kurve wird die Trapezfliache berechnet. Offensichtlich
erhilt man fiir lineare Funktionen dabei das exakte Ergebnis. Fiir f(x) = x?
dagegen ergibt sich

b

B3
1(x?) = /xzdx:§

a

a

2 2 3 2 2 3

N o |a [ b b° —ab“+ab—a

002) = (=) |5 +7] R

also Q1 (x?) # I(x?). Der Exaktheitsgrad der Trapez-Regel ist damit 1. Mit der
PEANOschen Restglieddarstellung bestimmen wir nun den Quadraturfehler. Es
gilt

b
Ri(f) = [ fw)dx—"3 2 @)+ ).

Damit erhalten wir fiir den PEANO-Kern
b

Kilt) = Ril(x=0}) = [(x=1)rdx—

a

b—a

[(a—1)++(b—1)4]

2 2 2
t
B . t2+t2 b2+ab+bt at_t2+ab bt at
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
= S(a=n)b-1).

Auf dem Intervall [a,b] gilt daher Ki(¢) =0. Nach Satz [3.3| folgt dann fiir alle
Funktionen f € C?[a,b] die Existenz eines & € [a,b], mit

_ fz(!g)Rl(xz)-

Ri(f)
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Weiter gilt

Ri(®) = 167 -0 =%~ %~ AL
b>—3ab*+3a’b—a®  (b—a)’

6 B 6

Es ergibt sich damit die folgende Restglieddarstellung der Trapez-Regel

—f”(é)(b—a)3 _ —&iﬁ

Ri(f) = B B

@

Die obige Tabelle enthélt eine Zusammenstellung der ersten acht geschlossenen

NEWTON-COTES-Formeln. Man beachte dabei die Giiltigkeit von G;Eli)i = Gi(n).
Einige Formeln haben Namen:

n SGi(n) S Ru(f)
111 2 —{;—;f”(é)

2 1 4 1 6| —Lre)
30 1 3 3 1 8 —%f(“)(é)
40 7 32 12 32 7 90 —%f@(é)
5019 75 50 50 75 19 288 —% 1O&)
6| 41 216 27 272 27 216 41| 840 —%f@)(&)
7751 8577 1323 2080 2080 1323 ... | 17280 | 8183 ,8)(g)
8| 080 5888 028 10496 -4540 10496 ... | 28350 | — 23681 ;10)(¢)

Table 3.1: Geschlossene NEWTON-COTES-Formeln

Trapezregel (n = 1), SIMPSON-Regel (n = 2), 3/8-Regel (n = 3), MILNE-Regel
(n =4) und WEDDLE-Regel (n=6).

Ab n = 8 treten negative Gewichte auf. Es zeigt sich, dass fiir die NEWTON-
CoTEs-Formeln kein K > 0 mit

i ‘Gi(n)‘ <K
=0



3.2. DIE NEWTON-COTES-FORMELN 107

fiir alle n € N existiert. Damit ist durch die NEWTON-COTES-Formeln keine
asymptotisch exakte Quadraturformel gegeben. Meist verwendet man NEWTON-
CotEes-Formeln kleiner Ordnung (Trapezregel, SIMPSON-Regel) und wendet
diese auf Teilintervalle von [a,b] an. Wir werden noch erkennen, dass sich
damit asymptotische exakte Quadraturformeln ergeben.

3.2.2. Die offenen Newton-Cotes-Formeln

Neben den geschlossenen NEWTON-COTES-Formeln gibt es die offenen NEWTON-
CoTEs-Formeln. Diese entstehen, falls man bei der Interpolation des Inte-
granden die Randpunkte nicht als Stiitzstellen nutzt. Man erhélt so

b

Zf,/ x)dx+Ru(f) = (b— az " fi+ RS

mit

Zgn)(x>:’i—lx—xj, 6}”):1/1_1‘?._]:6{&

=1 Xi—Xj nO =1 1—]
J#i J#i

n SC_Fl-(n) S Ra(f)
2| 1 1 %3f”(§)
31 2| e
40 2 a1 2 3| LI pt4) )
5011 1 1 11 24 %f@(i)
6| 11 -14 26 -14 11 20 %f@(&)
71611 -453 562 562 -453 611 1440 5%216’7 FOE)
81460 -954 2196 -2459 2196 -954 460 | 945 %@fggf@)(é)

Table 3.2: Offene NEWTON-COTES-Formeln

Hierin heifit die erste Methode Rechteck-Regel.
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3.2.3. Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Wie in bemerkt wurde, sind die geschlossenen NEWTON-COTES-Formeln
nicht asymptotisch exakt. Es ist giinstiger, mit Formeln niedrigen Grades zu
arbeiten, diese aber auf kleinere Teilintervalle anzuwenden. Wir teilen das In-
tervall [a,b] in N dquidistante Teilintervalle ein. Dem entspricht eine Zerlegung
des bestimmten Integrals I( f) in eine Summe von Integralen iiber den einzelnen
Teilintervallen:

/f dX—lX%)/f

mit
b—a
T
Zum Berechnen der Integrale auf [x;, x;11] wenden wir einfache NEWTON-COTES-
Formeln an. Mit der Trapezregel erhilt man fiir f € C?[a,b]

1) = % { - [£52 41 “I‘*”] L)

xi=a-+ih, i=0,1,...,N, h=

i=0 2 2
hN 1 3N 1
= _Z xl ‘|‘f x1+1 Zf// ‘:z
h W(bh—a) 1 NI,
= - +2 D+ f(b)| - ———— ),
5 | /(@) l_:Zlf(X) f() 7 Ni:ZOf(é)

wobei jeweils & € [x;,x;11] gilt. Das Restglied lasst sich noch einfacher angeben.
es gilt

lNl

min (&)= — Zf” (&)= max ”(&,-).

0Si=N- 0Si=N—
Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen existiert dann ein & € [a, b]
mit

1N1

Z f// él

Wir erhalten so die zusammengesetzte Trapezregel oder Trapezsumme

2(b—a
1) =1 -0 D gy
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mit
1 1
() =h| 3@+ lath) o £(6 =R+ 3(5)]

Ist N gerade: N =2M, und wendet man auf den Doppelintervallen [xp;, xp;17] fiir
i=0,1,...,M—1 jeweils die SIMPSON-Regel an, so erhilt man fiir f € C*[a,b]

_ x21+2

1) = Z/

_ g{le+2 ) [ (x2i)+4f(x2i+1)+f(x2i+2):| —gf(4)(<§i)}

6 6 6

Z (x2i) +4f (x2i41) + f (x2i42)] —

M 1
[Z f(x2i ‘|'4fo21+1 + fo21+2]

(- a)h41M1
180 MZf ()

L (b—a)h* 4
Z fx2i) +4 Z fic)+ Y f(x) —Wf (&),
i=0 i=0 i=1

w|

wobei aus der Stetigkeit von f®*)(x) wieder die Existenz eines & € [a,b] mit

lMl

:_Zf

folgt. Insgesamt ergibt sich die zusammengesetzte SIMPSON-Regel

e
1) = s~ L2 o))

mit der SIMPSON-Summe
M—1 M—1

S(FW = [ F@) 12 X fa) +4 Y flaai) +FB)|
i=1 i=0

(Man beachte, dass h= (b—a)/N = (b—a)/(2M) gilt.)
Aus der Restglieddarstellung von T'(f;h) und S(f;h) erkennt man sofort, dass
fiir beliebige Polynome p

lim T (p;h) =1(p)
N—ro0
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bzw.

lim S(p;h) =1(p)

N—oo

gilt, denn p” bzw. p(4) sind auf [a,b] beschrinkt. Damit sind wegen der Positiv-
itdt der Gewichte alle Voraussetzungen von Satz [3.7] erfiillt. Die Trapezsummen
bzw. SIMPSON-Summen stellen also jeweils asymptotisch exakte Quadratur-
formeln dar.

Bemerkung: Die dquidistante Intervalleinteilung beriicksichtigt nicht den Ver-
lauf des Integranden. Dies erkennt man an den folgenden Bildern.

SN—

a b a b

In der linken Darstellung wurden &quidistante Intervalle gewéhlt. Im mittleren
oszillierenden Bereich entsteht dadurch ein grofler Integrationsfehler, wéahrend
in den Randbereichen die Intervalle grofler gewéhlt werden konnten. Eine
angepasste Intervalleinteilung ist im rechten Bild zu sehen.

Im Abschnitt 6.2.5 werden wir Moglichkeiten zur Schrittweitensteuerung bei
Einschrittverfahren zum Losen von Anfangswertproblemen kennenlernen. Diese
Methoden lassen sich so modifizieren, dass sie auf die numerische Integration
anwendbar sind.

3.2.4. Quadraturformeln mit gleichen Gewichten

Falls das Berechnen von Funktionswerten des Integranden mit gréfleren Fehlern
verbunden ist, méchte man, dass diese Fehler gleichméfig in das Ergebnis einge-
hen, um es so gering wie moglich zu verfilschen. Dies fithrt auf die Forderung
nach Quadraturformeln mit gleichen Gewichten. Wir suchen daher nach einer
Integrationsmethode der Form

b
1) = [ ) dx=w Y () + Ralf)

i=1

mit maximalem Exaktheitsgrad. Das Gewicht w(™ und die Stiitzstellen X1,X2, ...y Xp
sind zu bestimmen.
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Die Forderung R,(1) = 0 liefert

1

b
/dx:b—a:w(”)ZIan(”),
a =1

daher w) = b%“. Bei einer Formel mit n Stiitzstellen ist mindestens der Exak-
theitsgrad n zu erwarten. Das fiihrt auf ein nichtlineares Gleichungssystem zur
Bestimmung der x;, i=1,2,...,n:
bk—l—l . ak—l—l
k41

b_ n
— AV k=12,
i3

Dieses Gleichungssystem besitzt nur fiirn=1,2,3,4,5,6,7,9 ausschliefflich reelle
Losungen. Fiir n =8 und n Z 10 treten komplexe Losungen auf. Die entsprechen-
den Formeln sind damit unbrauchbar.

Beschriankt man sich auf das Intervall [a,b] = [—1, 1], so ergeben sich im Einzel-
nen folgende Stiitzstellen:

n=1 x1 = 0,
n=2: —x; = x; = 05773502692 = %3,
n=3: —x; = x3 = 07071067812 = ¥2
xy = 0,
n=4 : —x; = xq = 07946544723 = /325
—x; = x3 = 0.1875924741 = (/325
n=5: —x; = x5 = 0.8324974870 = /3yl
—xy = x4 = 0.3745414006 = /3=
x3 = 0,
n=6 : —x; = xg¢ = 0.8662468181,
—x; = x5 = 0.4225186538,
—x3 = x4 = 0.2666354015,
n=7: —x; = x; = 0.8838617008,
—xy = Xx¢ = 0.5296567753,
—x3 = x5 = 0.3239118105,

X4 0,
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n=9 : —x; = x9 = 09115893077,
—x2 = xg = 0.6010186554,
—x3 = x7 = 0.5287617831,
—x4 = x¢ = 0.1679061842,
X5 = 0.

Durch eine lineare Transformation lassen sich diese Stiitzstellen leicht auf ein
beliebiges endliches Intervall [a,b] iibertragen.

3.3. Die Gauly’sche Integrationsmethode

In diesem Abschnitt wollen wir maximal exakte Quadraturformeln zum Berech-
nen des bestimmten Integrals

konstruieren. Wie wir spéter zeigen werden, sind die Stiitzstellen dieser Quadratur-
formeln gerade durch die Nullstellen gewisser Polynome gegeben. Mit diesen
Polynomen werden wir uns zunéchst im folgenden Unterabschnitt beschéaftigen.

3.3.1. Orthogonalpolynome

Es sei
T, _ kK k—1
I = {p ‘p(x) =x"+ag_1x +---+a1x—|—a0}

die Menge aller normierten Polynome vom Grad k. Weiterhin fithren wir auf
dem Vektorraum Cla,b] folgendes Skalarprodukt (-, -)¢ ein:

b

(F.8)0 = / o (x) f(x)g(x) dx.

a

Dann gilt der folgende Satz.

3.9. Satz: Fs gibt eindeutig bestimmte Polynome p; € ﬁj, j=0,1,2,... mit

(PjsPt)o=0, j#k.

Die Polynome gentigen der Rekursionsformel
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Pis1(x) = (x— 8ip1)pi(x) — Ky pici(x), 20

mat
P—-1 = 07
i+-1 — N
(Pi, Pi)w
0 fir i=0

%2+1 - (Piapi)a) . . >
(Pi-1,Pi-1)w fir i=1

Diese Polynome werden als zur Gewichtsfunktion @ gehérende Orthogonalpoly-
nome bezeichnet.

Beweis: po(x) =1 ist offensichtlich. Wir nehmen an, dass wir schon Polynome
pj €1l fir j=0,1,...,i konstruiert hitten. Es ist zu zeigen, dass ein eindeutig
bestimmtes Polynom p; 1 € I1;{ mit

(pi—|—17pj)a):07 .]:07177l
existiert, und dass dieses Polynom den angegebenen Rekursionsformeln geniigt.
Dazu machen wir fiir p;;; den Ansatz

pit1(x) = (x—¢i)pi(x) + ci—1pi—1(x) + - +c1p1(x) + copo(x)-
Damit gilt zunschst p;iq € I1;41. Die Parameter ¢ j» 7=0,1,...,i werden nun
so bestimmt, dass die Orthogonalitdtsbedingungen

i—1
0= (pi+1,Pj)o = (xpi,Pj)o —ci(pi,P)o+ Y, ck(Pr:Pj)o
k=0

erfillt sind. Wir erhalten
° ] =1
0 = (x-pi,Pi)o—ci(Pi:Pi)o

(x- pi,Pi) o

= 1,
(Piapi)a) -

ci —
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o j<i
0 = (x-pi,pj)o+ci(pjrj)o

_<x—'p"’pi)w, j=0,1,...,i—1.

ci =
/ (pjap])a)

Gilt fiir ein j =i die Rekursionformel
pj(x) = (x—6j)pj-1(x 7’219]
so folgt (pj,pi)o = (X Pj-1,Pi)o = (X Pi,Pj-1)e und damit

(x'piapj)w _ (pj+17pi)a)

cj=—

(Pjp)o  (PjPje
welter
ci | = —<pi(f’1i:2>_“l’)w, ci=0 j=0,1,....i—2.
*
Die Polynome pg, p1, ..., pr bilden somit eine orthogonale Basis des Vektorraums

I[1;. Jedes Polynom p € I lésst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination
dieser Basispolynome darstellen. Es gilt

(P.Pi)o

P = aipi, O =
L 4 (b

Wie schon erwéhnt, spielen die Nullstellen dieser Orthogonalpolynome eine
wichtige Rolle bei der Konstruktion von maximal exakten Quadraturformeln.
Im folgenden Satz wird eine wichtige Eigenschaft dieser Nullstellen gezeigt.

3.10. Satz: Die Nullstellen x1,x2,...,x, des n-ten Orthogonalpolynoms p, sind
reell und einfach. Sie liegen im offenen Intervall (a,b).

Beweis: O.B.d.A. seien xp,xp,...,x; die Nullstellen, die in (a,b) liegen und an
denen p, sein Vorzeichen wechselt. Wir definieren das Polynom

g(x) = (x—x1)(x—x2)--- (x —x;) € ;.
Ist nun [ < n, so folgt (g, pn)w = 0. Andererseits gilt aber fiir alle x € (a,b)

(x)q(x) pn(x) =0,
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und damit
b

(@, Pn)o = /(x)(x)q(x)pn(x) dx > 0.

a
Das ist ein Widerspruch, woraus [ = n folgt. Alle Nullstellen von p, liegen in
(a,b) und sind einfach. *

Der néchste Satz beschreibt eine weitere Eigenschaft der Orthogonalpolynome,
die wir im folgenden Abschnitt zum Berechnen von Gewichten der GAussschen
Quadraturformeln benotigen werden.

3.11. Satz: Fiir beliebige t} <tr) < --- <t, ist die Matrix

po(t1)  po(t2) ... po(tn)
Alr) = Pl(fl) pl@) plgtn)

Pn—1(t1) pn—1(t2) ... pn—1(tn)
requldr.

Beweis: Wir zeigen, dass das Gleichungssystem A(f)7c = 0 nur die triviale
Losung besitzt. Es sei also ¢ € R". Fiir das Polynom

q(x) = copo(x) +cip1(x)+ -+ cp_1pn_1(x) € 1,4

folgen dann aus A(t)7c = 0 die Gleichungen ¢(t;) = 0 fiir i = 1,2,...,n. Damit
hat das Polynom g mindestens n verschiedene Nullstellen und muss somit das
Nullpolynom sein, woraus dann ¢; =0 fiir i =0,1,...,n— 1 folgt. *

Die fiir die numerische Integration wichtigsten Orthogonalpolynome sind in der
folgenden Tabelle zusammengestellt.

3.3.2. Berechnen der Stiitzstellen und Gewichte

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die eigentliche GAUSSsche
Integrationsmethode zu entwickeln. Wir beweisen den folgenden Satz.

3.12. Satz: Zu jedem n € N gibt es eindeutig bestimmte Zahlen x;,w;, i =
1,...,n, so dass

b

[owpt)dx= Y wip(x)

a i—=1
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la, b] ®(x) Name der Orthogonalpolynome

[—1,1] 1 P,(x), LEGENDRE-Polynome
[—1,1] | 1/v/1—=x? | T,(x), TSCHEBYSCHEFF-Polynome 1.Art
[0,0) e " L,(x), LAGUERRE-Polynome

(—o0,00) e ¥ H,(x), HERMITE-Polynome

Table 3.3: Orthogonalpolynome

fiir alle Polynome p € Iy, gilt. Die x; sind die Nullstellen des entsprechen-
den n-ten Orthogonalpolynoms p,. Die w; ergeben sich als Losung des linearen
Gleichungssystems

A(x)w = (po, po) wei-

Dabei gilt x = (x1,%2,...,%,)7, w= (wi,wa,...,w,)T und e; = (1,0,...,0)T € R".
Die Matriz A(x) entspricht der in Satz definierten Matrix. Es qilt w; >0
firi=1,...,n.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass durch die im Satz angegebenen Stiitzstellen
und Gewichte eine maximal exakte Quadraturformel gegeben ist. Anschlieend
zeigen wir die Eindeutigkeit der Stiitzstellen und Gewichte sowie die Positivitat
der Gewichte.

Nach Satz liegen alle Nullstellen von p, im offenen Intervall (a,b) und
sind paarweise verschieden. Nach Satz ist die Matrix A(x) reguldr und das
Gleichungssystem A(x)w = (po, po)we1 besitzt genau eine Losung. Es sei nun p
ein beliebiges Polynom vom Hochstgrad 2n — 1. Es lésst sich in der Form

p(x) = q(x)pn(x) +r(x)

mit g,r € I1,_; zerlegen. Die Polynome g und r wiederum sind als Linearkom-
binationen der Orthogonalpolynome pg, p1,...p,—1 darstellbar:

n—1 n—1
q(x) =Y oupr(x), r(x)=Y Bepi(x).
k=0 k=0
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Damit folgt

b
Jowpds = [ o0 la@pa0+r) d

= /a)(x)q(x)pn(x)dx+/ba) x)r(x)dx

/a) X)pn(x dx—l—/(x) (x)po(x) dx

wa\w

= (%Pn)w + (r7p0)(1)

n—1

= 0+ Z B (Pk; o) = Bo(Po: Po) -
k=0

Andererseits ist

n

iwip(xi) = i wi[q(xi) pn(xi) +r(x;)] = Z wir(x;)

i=1 i=1
n n—1 n—1 n

= Y wi ) Bepe(xi) =) B ) wipk(x:)
i=1 k=0 =0 i=1
n—1

=Y Bi(po, Po)wdio = Bo(po. po)w-
=0

Fiir die beiden letzten Schritte beachte man, dass 8y das KRONECKER-Symbol
darstellt: 8o =1 fiir k =0 und ¢ = 0 fiir k # 0, und dass die Beziehung

szpk xi) = (P0; P0) ko

aus dem Gleichungssystem

A(x)w = (po, po) we1

folgt.

Damit ist gezeigt, dass durch die obigen Stiitzstellen und Gewichte eine Quadratur-
formel mit dem maximalen Exaktheitsgrad 2n — 1 gegeben ist.

Wir wollen nun die Eindeutigkeit zeigen. Es seien durch

x=(%1,....%5) " und w= (wy,...,w,)
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Stiitzstellen und von Null verschiedene Gewichte einer weiteren maximal exak-
ten Quadraturformel gegeben. Dann gilt

b
n
/(D pk( )dX— p()pk :Z 0717”'7”_1'

Die Gewichte und Stiitzstellen erfiillen somit das Gleichungssystem

A(X)w = (po, Po)wel-

Setzt man nacheinander die Polynome p;,(x) pr(x), k=0,...,n—1, in die Quadratur-
formel ein, so erhélt man

b

[ 0 W)pu(x) = (o )0 =0= Yo i k=01, 1.

a

Dies entspricht dem linearen Gleichungssystem A(X)c = 0 mit

c = (W1pn(X1),--. 7Wnpn(xn))T'

Da die Stiitzstellen paarweise verschieden sind, ist die Matrix A(X) nach Satz
3.11] reguldr. Damit folgt aus dem letzten homogenen Gleichungssystem ¢ =
0. Da aber alle Gewichte von Null verschieden sind, folgt weiter p,(x;) =0
fir = 1,...,n. Die Stiitzstellen x;, i = 1,...,n, sind also Nullstellen des n-ten
Orthogonalpolynoms p,. Es gilt damit x; =x; firi=1,...,n. Dann ist aber auch
A(x) =A(x) und weiter w =w. Damit ist die Eindeutigkeit der Quadraturformel
gezeigt.

Die Positivitédt der Gewichte folgt, falls man nacheinander die Polynome

n
pe(x) =](x—x;)*20
=1
J#k
in die Quadraturformel einsetzt. Wegen py € Iy, > gilt I(pr) = On(pr), also

b

0< /a)(x)ﬁk(x) dx = zn:w,-ﬁk(xi) = wiPr(X)-

7 i=1

Aus pr(x) > 0 folgt wi >0 fiir k=1,...,n. *
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Die in diesem Satz beschriebenen Quadraturformeln werden als (GAUSSsche
Quadraturformeln bezeichnet. Je nach verwendeter Gewichtsfunktion @(x) und
Integrationsintervall [a,b] spricht man im einzelnen von

e GAUSS-LEGENDRE-Quadratur:

ox)=1, [a,b]=][-1,1],
e (GAUSS-TSCHEBYSCHEFF-Quadratur:

o(x)=1/1/(1-x%), [a,b]=[-11],

e GAUSS-LAGUERRE-Quadratur:

(D(x) =e 7, [aab] - [Ovoo)v

e GAUSS-HERMITE-Quadratur:

Ox)=e ", [a,b] = (—oo,),

um nur die wichtigsten zu nennen. Die zugehorigen Stiitzstellen und Gewichte
sind tabelliert. Man findet sie zum Beispiel in ABRAMOWITZ/STEGUN "Hand-
book of mathematical functions™.

Es lasst sich zeigen, dass der PEANO-Kern bei GAUSSschen Quadraturformeln
ein konstantes Vorzeichen auf [a,b] besitzt. Damit erhélt man folgende Rest-

glieddarstellung;:

(2n) (2n)
Rt = Lo R = LR o)
(2n)
= L 1) - 0]
e | d _ )
= “an) /w(x)pn(X)zdx_i:ZiWipn(Xi)z = 20! (PnyPn)o

mit einem § € [a,b].
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3.4. Das Romberg-Verfahren

3.4.1. Die Euler-MacLaurin’sche Summenformel

Wesentliche Grundlage der Integrationsmethode, die in diesem Abschnitt be-
handelt werden soll, ist die EULER-MACLAURINsche Summenformel. Zur Her-
leitung dieser Formel benotigen wir die BERNOULLI-Polynome und BERNOULLI-
Zahlen. Die BERNOULLI-Polynome By, € I1; sind rekursiv definiert durch

1. BO(t)El,
2. BL(t) = By_i (1), ngk() _0firk=1,..
)

Die Zahlen B = k!By(0) heiflen BERNOULLI-Zahlen. BERNOULLI-Polynome
und BERNOULLI-Zahlen haben interessante Eigenschaften.

3.13. Satz: FEs gilt
1. Bk(O) IBk(l) f’d?“kzz,?),...,
2. Bi(t) = (—D*By(1—1¢) fiirk=0,1,...,

8. Boy1(0) = Boiy1(1/2) = By 1 (1) =0 fiir k=1,2,...,
4. (a) Bor(t) — Byr(0) besitzt fiir k=1,2,... auf dem Intervall [0,1] nur die
Nullstellent =0 und t =1,
(b) Boryi(t) —Boyi1(0) besitzt fir k=1,2,... auf dem Intervall [0,1] nur
die Nullstellent =0, t=1/2.

Beweis:
1. Es gilt
B (s) = By_1(s)

t t

/B;C(s)ds = /Bk_l(s)ds

0
By(1) —Bi(0) = /Bk—l(s)ds
0
I
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2. Essei Cy(t) = (—1)*Bi(1—1). Wir zeigen, dass C(t) denselben Rekursions-
beziehungen geniigt wie By (). Es gilt

C()(t) = Bo(l—l‘)ZIZBo(l‘),
Gl = (1B 1)

= (- (-DB(1—-1)
= (=1)"'Bey(1-1)
= Cr-1(?)

3. Wegen 1. gilt

Boj11(0) = Byy1(1), k=1,2,....
Wegen 2. gilt

Bo11(0) = —Bok11(1), k=0,1,....
Damit folgt

Bok11(0) = By1(1) =0, k=1,2,...
Wegen 2. gilt

Boiy1(1/2) = =By11(1/2), k=0,1,...,
also

Byi1(1/2) =0, k=0,1,....
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Wir beweisen die Aussagen mittels vollstdndiger Induktion.
Induktionsanfang: Fiir k =1 gilt

1 1 1
Bz(t) — Etz—it—l—ﬁ,
1 1 1
B3(t> - 6t3_1t2+ﬁt7
1, 11
By(t) —B2(0) = 5! —Etzit(t—l),
1 1
B3(t) —B3(0) = gt(t—l)(t—i).

Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir ein gewisses k

(a) Bok(t) — Byr(0) besitzt auf dem Intervall [0, 1] nur die Nullstellen r =0
und r =1,

(b) Bogi1(t) — Bog11(0) besitzt auf dem Intervall [0, 1] nur die Nullstellen
t=0,t=1/2undr=1.

Induktionsschritt: Besitzt nun Bygis(t) — Bag12(0) auBer 0 und 1 eine weit-

ere Nullstelle & € [0, 1], so diirfen wir wegen der Symmetrie von By ,(t) —

Bri12(0) annehmen, dass & € (0,1/2] gilt. Nach dem Satz von ROLLE hat

dann aber

B (1) = Bogr1(t) = Bogr1(t) — Bog41(0)

eine Nullstelle im Intervall (0,1/2) im Widerspruch zur Behauptung [4b]
Besitzt Byiy3(t) — Byrysz aufler 0, 1/2 und 1 eine weitere Nullstelle & €
[0, 1], so diirfen wir wegen der Symmetrie von By 3(t) — Byry3(0) wieder
annehmen, dass & € (0,1/2) gilt. Nach dem Satz von ROLLE hat dann
aber B, 5(t) = Byr42(t) ebenfalls eine Nullstelle in (0,1/2) und genauso

BY, 5(t) = Bogy1(t) = Boky1(t) — Bog+1(0).

Das ist wieder ein Widerspruch zu @bl Damit gilt die Aussage 4. fiir
beliebige k Z 1.

Nun beweisen wir die EULER-MACLAURINsche Summenformel.

3.14. Satz: Es seien n,m € N, f € C*"[a,b] und

1 n—1

T(F:R) =h| 3@+ ¥ f5)+ 5 f(0)
j=1
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mit  h= ;“, xj=a+jh, j=0,1,...n
Dann gilt
/ "l By _
[ r@dx=1(f:h) - ¥ o [E0) - 12 ()] 42
B b(—zzzﬁsz(zm)(é)hzm

fir ein & € (a,b).

Beweis: Es gilt Bj(t) =¢—1/2 und damit B{(0) = —1/2 und B(1) =1/2. Aus
Satz wissen wir weiter, dass

Bi(0) = Byi(1), Bi4+1(0) =Boi+1(1) =0, i=1,2,...

gilt. Fiir eine Funktion g € C?"[0, 1] folgt dann durch fortgesetzte partielle In-
tegration

b}g(t)dt = Oleo(t)g(t)dt = E)ll’B’l (r)g(t)dt

= B~ [ B0 (1)t = B0l [B(0)¢ (1)
= B~ B (b + [ B¢ (1)

= BOg)ls— B 0l§ + [ B0 1)

= BOE b~ B0 O+ B0 0] [ Ba(0)s” (1)
= Bi(1)g(1)lo — B2(1)8'(1)]g — fB4( )" (1) di

= Bi(1)g(1)lo — X1, Bai(t)g® (1) ;—O}B’zm(t)g(zm‘”(t)dt
= Bg0ly - Z Ba0g V0~ [B2n(0) - B0 ¢ Vi)
= Bl ~ T Ba()g® D (0)], ~ [Ban(r) — Ban(0)] 8200 +
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1

+({ [Ban () — Bam(0)] g™ (1) dr

= Bi0s(0)ly— 525 Ba(0s 1) +(J:’[Bzm<r>—Bzm<o>1g<2m><r>dr.

—

Nun wechselt nach Satz der Term By, (1) — By (0) auf dem Intervall [0, 1]
nicht sein Vorzeichen. Wir setzen die Integrationsgrenzen ein und wenden den
verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden: Es existiert
ein & € (0,1) mit

1 1
[ [Ban(t) = B2 (0] 62 1)t = §27(E) [ [Ban(r) = B2 (0)] i
0 0

= _BZm(O)g(zm)(é)'
Damit gilt
1
/ g(r)dt =
0
3 s0)+ ZBZZ ) [$371 (1) =62 0(0)] - Ban(0)" ),

Wir setzen nun g(t) = f(x;+ ht). Dann gilt g® (1) = nk k) (x xj+ ht). Einsetzen
in die linke bzw. rechte Seite der letzten Gleichung liefert

1 1 Xj+1
[swai= [ styenmyai= [ rexax
0 0 Xj
und
m—1
3180) +5(0] = ¥ Bx(0) [§30(1) ~ g% D(0)] ~ B (0)" (&)
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mit einem &§; € (xj,xj11). Zusammengefasst ergibt das

b n—1 Xj+l
/f(x)dxzzb f(x)dx
a J=Y x;

n—lh

=L LF () 4 £ (xjgn)]
j=0
—1m—1
-y ¥ 2i(0) |74 xjr) = 74Dy | 7
j=0 i=

mit einem & € (a,b). Setzt man jeweils By;(0) = %, so ergibt sich die EULER-

MACLAURINsche Summenformel. %

Bemerkungen: (i) Fiir f € C*[a,b] erhélt man aus der EULER-MACLAURINschen
Summenformel eine wesentliche Verbesserung der Trapezsumme. Mit B, =1/6
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und Bg = —1/30 ergibt sich

h? (b—a)h*

b
[ f@ax=1(r:m) - S ®) - @]+ S 0@, g @h).

12

Falls die Werte der 1. Ableitung von f an den Randpunkten zur Verfiigung
stehen, erhoht sich so der Exaktheitsgrad durch diesen Korrekturterm ohne
wesentlichen Mehraufwand um 2.

(ii) Weiterhin liest man aus Satz ab, dass die Trapezsumme hervorragend
zur Integration von periodischen Funktionen iiber eine ganze Periode geeignet
ist. Ist niamlich f e C?"(R) eine (b— a)-periodische Funktion, so gilt £ (a) =
FO(b) fiir i =0,1,...,2m. Damit folgt aus der EULER-MACLAURINsche Sum-
menformel

(b —a)By,h™"
(2m)!

b
[ £ dx=T(r:) - e, Eeab)

Ist f (b— a)-periodisch und beliebig oft differenzierbar, so ist die numerische
Integration mittels der Trapezsumme iiber eine volle Periode exakt.

3.4.2. Konstruktion des Romberg-Verfahrens

Nun kommen wir zu einer Anwendung der EULER-MACLAURINsche Summen-
formel. Sie besteht in der Konstruktion von Extrapolationsverfahren. Nach
Satz gilt fiir eine Funktion f € C*"*2[a,b] und eine Schrittweite der Form
h=(b—a)/n,neN,

T(f;h) = 0+ T1h* 4 + Tph™™ + Gy (fr 1) P2

mit
b
W = [ fdx
T = o [ )] i,
By, m
ani(fih) = G S ab)
und

Boms2 (2m)
M S - —_— m o0
|am+1(f’h)| = My 11 (2 2)' éren(ii) |f (é)‘ < oo
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Fiir die Trapezsumme T(f;h) existiert somit eine sogenannte asymptotisch En-
twicklung. Das Restglied 0,11 (f;h)h*"+? ist beschrinkt. Normalerweise sind
die Koeffizienten 7; nicht bekannt. Es interessiert nur der Koeffizient 7). Hier
setzt nun die eigentliche Idee des Verfahrens ein. Wir sind in der Lage, fiir
verschiedene Schrittweiten h; = (b —a)/nj mittels

1 1
I(fihj)=hj|5f(a)+ flathj)+-+f(b—hj)+5f(b)

verschiedene Werte von T(f;h) zu berechnen. Wir wissen aus der asymptotis-
chen Entwicklung von T(f;h), dass sich T(f;h) fir kleine Schrittweiten h wie
ein Polynom in h® verhilt. Von diesem Polynom interessiert nur der Wert
an der Stelle h = 0. Nun liegt es nahe, zu den Wertepaaren (h?,T(f;hj)),
j=0,1,....k ein Interpolationspolynom zu berechnen, und den Wert dieses
Interpolationspolynoms an der Stelle h = 0 als Naherungswert fiir 7y, also fiir
das zu berechnende bestimmte Integral, zu nehmen. Wir machen fiir das Inter-
polationspolynom den Ansatz

~

T(h) =ag+a h*+- -+ ah*.
Dieses Polynom soll die Interpolationsbedingungen
T(hj):T(f;hj):Tjo, jZl,...,k

erfiillen. Von dem Polynom ist ag = T (0) zu berechnen. Das Polynom selbst in-
teressiert nicht. Zum Losen dieses Problems bietet sich der NEVILLE-Algorithmus
an. Das so entstehende Verfahren wird ROMBERG-Integration genannt.

3.15. ROMBERG-Integration:

Wihle Schrittweitenfolge { hy } und Extrapolationstiefe m.

for k=0 tom do
{ Berechne die Trapezsumme Tio}

Tio = | @)+ (@t )+ - b= )+ 50

fori=1 tok do
Ti = Tii—1+

endfor
endfor
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Bemerkungen: (i) Als Schrittweitenfolge wurde von ROMBERG die Folge

h
ho=b—a, ==, =21

2 Y

hy SN

h3
gewahlt. Hier verdoppelt sich in jedem Schritt die Anzahl der Stiitzstellen. Der
Rechenaufwand wéchst schnell an. Darum wurde von BULIRSCH die langsamer
fallende Schrittweitenfolge

ho ho h hy h3 ha
hy=b—a, hi=—, hh=—  h3=—, hy=—, hs=—, hg= —,...
0 a? 1 2 ) 2 3 Y 3 2 ) 4 2 9 5 2 9 6 2 Y
vorgeschlagen. Moglich ist auch die RUTISHAUSER-Folge
ho ho h hy h3 hy
hy=b—a, hy=—, hh=—  h3=—, hy=—, hs=—, hg= —,...
0 a? 1 2 ) 2 3 Y 3 3 ) 4 3 ) 5 3 Y 6 2 Y

(ii) Es fehlt noch eine geeignete Abbruchbedingung. Da jeder Wert Tj; im Inter-
polationsschema eine Nédherung fiir das gesuchte bestimmte Integral darstellt,
konnte man abbrechen, falls sich die T;; nicht mehr stark voneinander unter-
scheiden, also eine Bedingung der Form |Tj; — Ty ;1| = € erfiillt ist. Als & wird
€ = Keps|Tyo| verwendet. Um zufillige Effekte auszuschliefien, sollte man aber
erst dann abbrechen, wenn die obige Bedingung mehrmals hintereinander er-
fiillt ist (etwa dreimal).

(iii) Die i-Schleife sollte man bei groBem k nicht zu weit laufen lassen. Wie
wir aus Abschnitt wissen, ist Interpolation mit Polynomen hohen Grades
nicht sinnvoll. Verniinftig ist es, etwa 5 bis 7 Spalten im NEVILLE-Schema zu
berechnen. Die Laufanweisung miisste also zu

for i =1 to min{k,5..7} do

abgeédndert werden.

(iv) Praktische Erfahrungen haben gezeigt, dass man oft bessere Resultate er-
hélt, falls man statt Polynominterpolation Rationale Interpolation anwenden.
Dazu wire die Rekursionsformel durch

Teim1 —Tr—1,i1
Tii=Tri1+ T . = _T’l ,
Me—i ) | ] — Shii—2klizl ) g
( hi ) { Tk,il_Tkl,i2j|
zu ersetzen. Dabei wird wieder 7}, _1 =0 fiir k =0,1,... gesetzt.

3.4.3. Fehlerabschitzungen und Konvergenz

Zuerst wollen wir das ROMBERG-Verfahren mit der Schrittweitenfolge h; = (b —
a)/2* betrachten. Hier gilt der folgende
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3.16. Satz: Es sei Ty die Trapezsumme zur Schrittweite hy = (b—a) /2. Die
Ty, i=1,...,k, seien durch das ROMBERG- Verfahren erzeugt. Es gilt

Tei1—Ti—1,i1

Tii = Tki—1 + 1

firi=1,... k.
Dann st Ty; eine Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten.

Beweis: Durch vollstindige Induktion iiber i zeigen wir

1. Firk=i—1,i,... ist T ;1 eine Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten.
2. Firk=1ii+1,... ist QO = 4iTk7,-_1 — 2T —1 ;-1 eine Quadraturformel mit

nichtnegativen Gewichten.

Induktionsanfang: i =1
To ist als Trapezsumme eine Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten.
Fiir Oy gilt

Ot = 4T —2Ti—1p

b—a —1 1 21 b—a
=4 ~fla)+=f(b)+ f<a+J )] —2Ti_1 0
Dk _2 2 ]:Z’l Dk
b—a [ 2k -1 —a
- 4t @ L (ar2ityt)
L J=
2k—1
+Zf<a+(2]1)7>]2Tk10
j=1
1 b—a’ b—a
= 4§Tk_1,0 47 Zlf<6l+<2]—1) % )—ZTk_170
]:
b—aZki1 b—a
— 4 2i—1 .

Damit ist Oy eine Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten.
Induktionsvoraussetzung: Es gelten 1. und 2. fiir ein gewisses i.
Induktionsschritt: Wir zeigen die Giiltigkeit von 1. und 2. fiir i+ 1. Betrachten
wir zuerst Ty;.

Teic1—Ti—1i-1  ¥Tei1—Te1i-1 Okit+Th—1,i-1

Tii = Ti i . . .
ki ki—171 4i 4i 1 41 —1
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Als positive Summe von Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten ist T;
eine Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten. Fiir Qi ;41 folgt

_ it ki +Ti—1,i-1 24iTk—1,i—l — T2
41 41
24T i 4O+ 2T 01
4] ‘

it
Oriv1 = 47 T ;i — 2T,

Damit ist O ;41 ebenfalls eine Quadraturformel mit nichtnegativen Gewichten.

Da die Trapezsummen selbst fiir beliebige Polynome gegen das entsprechende
bestimmte Integral konvergieren, ist zu erwarten, dass auch alle Ty, fiir Poly-
nome konvergieren. Nach Satz folgt damit aber auch die Konvergenz fiir alle
stetigen Funktionen f. Dies wollen wir nun genauer zeigen. Dazu benotigen wir
einige Figenschaften der LAGRANGEschen Darstellung der Interpolationspoly-
nome.

3.17. Satz: Fir die Folge {t;}jen sei Pl-(k) € Il das Interpolationspolynom zu
den Stitzpunkten (t;, f(t;)), j=1,...,i+k. In der LAGRANGEschen Darstellung
qgilt

i+k

PO@ =Y £t )
Jj=i

mat
i+k
(k) -1
L:.(t)=
i () ];Itj_tl
I#]
Dann qilt
1.
itk o 1 fiir v=0
Y LY (o)) = 0 fir  v=1,... .k .
J=i (=D¥titipr - tipktive fir  v=k+1
2.

.k
lim Ll(j)(O) = 0.

k—>o0
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8. Fdllt die Folge {t;}jen im Sinne von

ti
—_Ze>1,
Tj+1

hinreichend schnell, so existiert eine Konstante A, so dass fiir beliebige i
und k gilt

i+k
Z \Lu )| < A.

Beweis: 1. Das Interpolationspolynom Pi(k) stimmt fiir f € I1; mit der Funk-

tion f exakt iiberein. Setzt man fiir f nacheinander die Polynome 1,¢,...,t*

ein, so erhélt man die ersten beiden Aussagen, falls man f(r) = Pl-(k) () an der

Stelle t = 0 betrachtet. Die dritte Aussage ergibt sich aus der Darstellung des
Interpolationsfehlers im Falle f(¢) = t**!. Nach Satz [2.§] gilt

FED(E)
(k+1)!

£y —PO (1) =

(t = 1) (¢ = tig1) -+ (0 = figek—1) (F — Tk
Mit F*+D (1) = (k+1)! folgt

F0)=PH0) = (=) (—=tir1) - (—tisx1) (~tisx)
k

i (O) = ( 1) litig1 - lipk—1titk-

Beachtet man noch, dass wegen f(t) = t**! an der Stelle t =0

i+k

Z tk+1L

gilt, so ergibt sich die dritte Behauptung.
2. Aus

i+k

ZLZJ o
fiir beliebige k folgt die Konvergenz der Reihe
i+k

lim ZL

k—>c>o
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Das notwendige Konvergenzkriterium fiir Reihen liefert dann die Behauptung.
3. Fiir diese Abschétzung schreiben wir die Summe iiber die ‘ng;c) (0)] etwas um.
Es gilt

itk itklivk
Z‘Lij 0=} Ht 1.
j=i j=i ll;i_ [
J
z+ki—|_—[k (! li]jﬁ (]! ﬁ (]!
=il jmii=i bl =
I#j

Aus der Voraussetzung
t .
L Ze>1
ljt+1
fiir alle j folgt

j—i

=1

N[
- (2)

c
Wir zeigen die Konvergenz des unendlichen Produktes

-0)
-0

-1

[o0)

[1

=1

Es gilt

.y (i
=i =1 g ! -1
k 1
— 1 1 )
exp l:Zin( —i—cl_l)

Wegen In(1+x) < x fiir x > 0 folgt daraus

()] <o (B

I=1

k
2 z

k

[1

=1
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Das Quotientenkriterium zeigt die Konvergenz der Reihe

i 1
Damit gilt
k 1 -1 k 1
lim 1— (—) Sexp | lim ) ; =X

Wegen ¢ > 1 ist aber die Folge

()

monoton wachsend. Damit ist die Konvergenz des unendlichen Produktes be-
wiesen. Es existiert somit eine Konstante A/, so dass fiir beliebige i, j, k

k —1

[1

=1

keN

s R () R
A b_ _ ——
1=j+1 i 1=j+1 \1 1=j+1 tj e e/ =1

Damit erhalten wir
i+k i+k i+k i+k 1

ZM] 5§NZITJL4_NZ Il =

j=il= ]—i—l J=0l=i+k—j+1

:A’
=011 € ( ;%l!d_1>

Mit Hilfe des Quotientenkriteriums wird nun wieder die Konvergenz der Reihe

¥ 11

j=11=1

cl
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gezeigt. Es gilt also

und damit
i+k
Y 1LY 0)] < AT = A
Jj=i
fiir beliebige i, j, k. *

Nun beweisen wir den eigentlichen Konvergenzsatz fiir das ROMBERG-Verfahren.

3.18. Satz: Es sei {hj}jen eine Schrittweitenfolge mit
h .
hji
fir alle j =0,1,.... Die Griofien
T,, 05k<i, i=0,1,...

seien durch das ROMBERG-Verfahren berechnete Ndaherungen fiir ff f(x)dx.
Dann gilt

1. Ist f € Ilpkyq, So ist

b
Ty = /f(x)dx.

Die k-te Spalte tm Interpolationsschema liefert somit fiir Polynome bis zum
Grad 2k+ 1 exakte Werte.

2. Ist f € C***2[a,b], so gilt

b
Tu= [ ()t 0L,

Folglich konvergiert die k-te Spalte im Interpolationsschema mit der Ord-
nung 2k +2 gegen das bestimmte Integral, falls der Integrand 2k + 1-mal
stetig differenzierbar auf [a,b] ist.
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Beweis: Die Ty, sind Werte von Interpolationspolynomen Ty in A% an der Stelle
h = 0. Die Polynome Tj;, erfiillen die Interpolationsbedingungen

Talhy) = Too =T(f:h)), j=i—ki...,i

In der LAGRANGEschen Darstellung gilt

Tix(h) = Z JOth h2 Z TJOLz )k](hz)

j=i—k l;ék Jj j=i—k
und damit
Tik:Tik Z TJOLl k] Z Cl k] J0
J=i—k j=i—k
mit
© _® b
¢iy; = Liy;(0) = [1 hz hz'
I=i—k
I#]

Aus Satz [3.14] wissen wir, dass fiir f € C***2[a,b] die Darstellung

/ & o, (b—a)Bys i) 2h+2
[ =)+ Y i+ SR g

mit gewissen Koeffizienten f; und einem &; € (a,b) giiltig ist. Multipliziert man
(k)

diese Gleichung nacheinander mit den Cilkj und summiert anschlieend von
j=1i—k bis j =1, so ergibt sich

ch—k]/f - ch k]T+Zcz k]Zﬁth
Jj=i

j=i—k j=i—k

(b—a)Byior = (1) (oki2 %42
(2k+2)! I

j=i—k

Nach Satz gilt
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und
i
(k)
Z Cik ]h}/ 0
j=i—k

fiir v=1,...,k. Damit folgt

b
/f )dx =T, zk+2ﬁl Z C, k]hfl
a

=1 j=i—k

(b—a)Boii2 Z %) f(2k+2)(§j)h§k+2

&
(2k+2)1 A Tk

_ (b—a)Byiz \~ (K (2k+2) 242
— (2k+2)! . ; kci—k,jf ()
Jj=i

Damit ist schon die erste Behauptung gezeigt, denn fiir f € Il ist f (2k+2) ( )
0.

Weiterhin gilt

, |
B l
/ F)dx—Ty| = (b—a)% y cgf)k’jf(2k+2)(§j)h?k+2
) H =ik
B
= (ba) (|2k2i+22)|!. - |G (2k+2)(5f)‘h§k+2
Jj=i—

Bojo| i
< (p— |Bak+2 (2k+2)) ‘ 2k+2
B |

Nach Satz 3.17 existiert eine Konstante A mit

Damit folgt

b

Byii2|
< Ay oy JB22] k2 k2
[ £ =T S Ab—a) 2

a
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und letztendlich

b
[ f@ydx =T+ 0(2).

a

%*

Bemerkungen: (i) Mit diesem Satz und Satz folgt die Konvergenz des
Verfahrens fiir beliebige stetige Funktionen, falls man die ROMBERG-Folge

ho hy

h()—b a, hl— 2, hz— 2,..
verwendet. Dariiber hinaus ldsst sich zeigen, dass das ROMBERG-Verfahren fiir
eine beliebige RIEMANN-integrierbare Funktion konvergiert, falls man eine hin-
reichend schnell fallende Schrittweitenfolge verwendet (hj/hj+1 Zc¢ > 1). Unter
diesen schwachen Voraussetzungen lasst sich nichts iiber die Konvergenzgeschwindigkeit
aussagen. Diese hingt, wie der letzte Satz zeigte, von den analytischen Eigen-
schaften der Funktion f ab.
(ii) Fiir die ROMBERG-, BULIRSCH- bzw. RUTISHAUSER-Folgen ist die Bedin-

gung
h.
—J 2>
jt1

mit ¢ =2 (ROMBERG), ¢ =4/3 (BULIRSCH) bzw. ¢ = 3/2 (RUTISHAUSER)
erfiillt.

(iii) Verwendet man die ROMBERG-Folge, so ldsst sich sogar eine Darstellung
des Quadraturfehlers angeben. Falls f € C*+2[a, b] gilt

b
B
/ fOo)dx =Ty = (b—a)(=1) T hE_hi - i (2k2j—+22) 1 B+2)(¢)

mit einem & € (a,b).

3.5. Aufgaben

1. Man zeige: Eine NEWTON-COTES-Formel vom Grade n = 2k integriert
auch Polynome vom Grade 2k + 1 exakt.
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2. Es sei eine geschlossene NEWTON-COTES-Formel gegeben:

b
[ Fdr=b-a) L oif )+ Rl

Man zeige: o; = 0,,_; fiir i=0,...,n.
3. Man zeige:
(a) Fiir f € C?[a,b] gilt fiir die Trapezsumme T (h):

(b—a)h*f"(£)
12

(b) Fiir f € C*a,b] gilt fiir die SIMPSON-Summe S(h):
(b—a)h* f(£)

T(h)—I[f] = fir ein & € [a,b].

S(h)—1I[f] = 180 fir ein & € [a,b].
1) = [ fx)dx
b
4. Man zeige:

(a) Der Ausdruck T7; bei der ROMBERG-Integration mit Polynominter-
polation liefert fiir die Schrittweitenfolge
ho
hyo = b — hy = —
0 a, 1 >
die SIMPSON-Regel.
(b) Der Ausdruck Ty, bei der ROMBERG-Integration mit Polynominter-
polation liefert fiir die Schrittweitenfolge

h h
o, =
2 2

ho=b—a, h =
die MILNE-Regel.
5. (a) Man zeige, dass die Quadraturformel

F et 5] (3 oo ()

—0Q

den Exaktheitsgrad 5 hat.
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(b) Man zeige, dass die Quadraturformel

/e_xf(x) X~ 2+4\/_ 2—v2)+ \/_ f2+2)
0

den Exaktheitsgrad 3 hat.

6. Fiir die folgenden Quadraturformeln Q, zum ndherungsweisen Berechnen
von I(f) bestimme man den Exaktheitsgrad m. Weiterhin leite man mit
Hilfe des PEANO-Kerns eine Restglieddarstellung her, die fiir alle f €
C"Ha,b] gilt.

(@
b —
1= [f@ds o) =S U@ +f))
(v)
/ b— +b
1= [f@ds  0af) = T U@ +4f(52) + fB)),
(©
/ 1 1
)= [ 1Wds @) = =2+ 1)

7. Fiir f € C'[0,00) folgt aus der PEANOschen Restglieddarstellung fiir be-
liebige xj11,x; € [0,00)

[ xS )+ f)) = [ Kol s () de
mit
Kot) = | (e=0) dr == [ =) + (i1 —1)%)

Xi
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Damit zeige man:

n

N «
Y £(0) = 51F(0)+ £(m)) + / 2/ e i) (0 d
i=0 i=1

und folgere weiter die Existenz der EULERschen Konstanten

C=lim(} % ~In(n))

n—yoo 4
i=1

und die Gleichheit

1 oox 2
= — d
2 / 1 +x v
0
Hinweise:

(a) (x—1)% =1 fiir t =x und 0 fiir # > x,
(b) [x] - ganzer Teil von x (grofite ganze Zahl, die kleiner gleich x),
(c) Man zeige zuerst die Integraldarstellung fiir C und folgere aus einer

Abschétzung des Integrals die Existenz des Grenzwertes.

Man zeige mit Hilfe der PEANOschen Restglieddarstellung, dass der Fehler
fiir die Trapezregel im Falle f € C?[a,b] durch

4 3
(Fla) + (b)) = ~T57"(§) &€ (ah)

gegeben ist.

Zu den n Stiitzstellen xi,...,x, sei durch
n
On =) wif(xi)
i=1

eine interpolatorische Quadraturformel zum n&herungsweisen Berechnen
von
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10.

11.

mit der zuldssigen Gewichtsfunktion @(x) gegeben. Man zeige, dass der
Exaktheitsgrad von Q, dann 2n — 1 ist, falls mit

n

b
qn = H(x—xk) gilt:/w(x)qn(x)p(x) dx=0 fiir alle pell,_;.
k=1 0

Bemerkung: Eine Quadraturformel Q, heiflt interpolatorisch, falls ihr Ex-
aktheitsgrad mindestens gleich n —1 ist.

Aus der EULER-MACLAURINschen Summenformel erhédlt man die Quadratur-
formel von CHEVILLIET

1

b
[ 1dx = 5(b-a) 1(@) + £8)] — 55 (b —a [1'(5) ~ (a)].

Man zeige, dass diese Quadraturformel den Exaktheitsgrad m = 3 hat und
gebe mit Hilfe des PEANO-Kerns K3 eine Darstellung des Restgliedes an,
die fiir alle Funktionen f € C*[a,b] giiltig ist.

Man bestimme zu den dquidistanten Stiitzstellen xg,x;,x2,x3 die Gewichte
wo,wi,wy der Quadraturformel

X3

2
[ F@ydx= Y wif (x) +R(f),

X i=0

die durch Integration des Polynoms entsteht, das f in xg,x1,x, interpoliert.
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Chapter 4

Differentiation

4.1. Interpolatorische Differentiationsformeln

Gegeben sei eine reelle differenzierbare Funktion f. In diesem Kapitel wer-
den Methoden untersuchen, mit denen sich die Ableitung von f an einer Stelle
X naherungsweise bestimmen lasst. Die prinzipielle Vorgehensweise entspricht
dabei der Vorgehensweise bei der Herleitung von Quadraturformeln zur nu-
merischen Integration. Wir ersetzen die Funktion f durch eine andere Funktion
¢ (ein Polynom), deren Ableitung sich leichter bestimmen ldsst. Es sei also

f(x) = 9(x) + R(x).

Dabei ist die Funktion ¢ so zu wahlen, dass das Restglied R(x) in einer Umge-
bung der Stelle X hinreichend klein wird. Bei der numerischen Integration folgte
aus der Kleinheit des Restgliedes die Kleinheit des Integrationsfehlers:

b b
Wx € [a,b] : [R(x)| S M —> /f(x)dx—/(p(x)dx < (b—a)M.
Wie das folgende Beispiel zeigt, gilt dies bei der numerischen Differentiation

nicht.

4.1. Beispiel: Es sei ¢ € C![a,b] und

1
£ = () + - sin(n).
Es gilt
_ _ _ _ D2 < L
£ (x) — o(x)]] —xfggi] |f(x) — o(x)] —xfen[%] nlSlH(n x)| = -~

143



144 CHAPTER 4. DIFFERENTIATION

Fiir hinreichend grofles n wird das Restglied also beliebig klein. Betrachten wir
nun die erste Ableitung von f. Hier gilt

f'(x) = ¢ (x) +ncos(n’x).

Daraus folgt

1 (%) = ¢'(x)|| = max |f'(x) —¢'(x)| = max n|cos(n’x)|.
x€la,b] x€la,b]

Der Unterschied der Ableitungen von f und ¢ wird mit n beliebig grof3. @

Man konnte nun annehmen, die Schwierigkeiten liegen in dem speziellen Beispiel.
Dem ist aber nicht so. Bei der Realisierung einer Funktion auf einem Rechner
werden die Funktionswerte durch Rundungs- und Verfahrensfehler gerade so
verfalscht, dass sie um die wahren Funktionswerte schwanken. Die Situation
entspricht also in gewisser Weise der Beziehung zwischen den Funktionen ¢ und
f in unserem Beispiel. Dies zeigt eine prinzipielle Schwierigkeit des numerischen
Differenzierens. Kleine Anderungen der Eingabedaten (Funktionswerte) be-
wirken i. a. groBe Anderungen in den Ausgabedaten (Ableitungswerte). Nu-
merisches Differenzieren ist damit eine inkorrekt gestellte Aufgabe. Trotz-
dem ist es in vielen Féllen notwendig, Ableitungen von Funktionen zu ap-
proximieren, so dass wir uns mit dieser Aufgabe beschéftigen. Die einfach-
ste Moglichkeit, zu Approximationen der ersten Ableitung einer Funktion f zu
kommen, ist die, f durch ein Polynom ¢ zu ersetzen. Dabei wird ¢ durch
gewisse Interpolationsbedingungen @(x;) = f(x;) = f; festgelegt. Betrachten wir
den Fall der linearen und den der quadratischen Interpolation. Es sei eine ein-
mal stetig differenzierbare Funktion f gegeben. Die Ableitung ist an der Stelle
X zu bestimmen.

Fall 1: (Lineare Interpolation) xo =X, x; =x+h, ¢ € II;. In der LA-
GRANGEschen Darstellung erhalten wir das Interpolationspolynom

L x—(X+h) _ —X
o) = SO )

fE+R) = f(X) | E+h)FF) - Xf(E+h)
h h '

Differentiation liefert den bekannten Differenzenquotienten
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Fall 2: (Quadratische Interpolation) xo =X—h, x| =X, x, =X+ h, ¢ €Il,.
In der LAGRANGEschen Darstellung erhalten wir das Interpolationspolynom
_ (x—X)(x—(x+h))
o(x) = f(x—h)— v -
(x=h)=x)((x—h) = (x+h))
(x— (& —h))(x—(x+h))
( =

O &= G0
_ x—(x—h))(x—x
7 (G =GN
_ f()?—h)x —x(2x+22+x(x+h)+f(x)x —2xxh42rx —h
X% —x(2% — (X —
+f(X+h) 2 zngr( h)
_ f(f—h)—Zf(f)+f(f+h)xz
2h2
_(2)E—|—h)f(i—h)—4Xf(i)+(2f—h)f()€+h)x
2h2
N (2 +xh) f(F—h) —2(F — W) f(X) + (> —7h) f(x+h)
2h2 '

Differentiation und Auswertung an der Stelle x = X liefert den zentralen Dif-
ferenzenquotienten:

fE=h)=2f(®) + f(+h)

(P/(x) - L2 X =
2%+ h)f(E—h) —4%F () + (28— h) (R + D)
202
s —hf(E—h)+hf(E+h)  fE+h) — f(E—h)
o) = o2 - oh '

Verwendet man mehr Stiitzstellen, erhédlt man entsprechende Differentiations-
formeln aus

£ = Y AL 0+ Ral)
i=0

d v 4w, 4
) = LS 6+ (),

Ublich sind dquidistante Stiitzstellen, die symmetrisch zu der Stelle liegen, an
der die Ableitung berechnet werden soll. Es ergeben sich Formeln der Art

Y - (k) ¢ =
F@ =1 X B Sl

i—k
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mit
X; =X-+ih, f,-:f(x,-), i=—k,... k.

In der folgenden Tabelle sind die einfachsten symmetrischen Differentiations-
formeln angegeben. Auf demselben Weg lassen sich auch hoherer Ableitungen

2k sBM | rul(fid)

21 0 1 2| 2 pme
¢

4118 08 -1 12| 45F0)

6.1 0 45 0 45 -9 1|60 | -4 FD(E)
140

Table 4.1: Symmetrische Differentiationsformeln fiir die 1.Ableitung

approximieren. Fiir die zweite Ableitung ergeben sich Formeln der Art
1= 1 & (k) _ —
1) =25 ¥ A St (9,
i=—k

Die beiden einfachsten symmetrischen Formeln sind in der folgenden Tabelle
angegeben.

2k sy s| Fu(fiX)

211 2 1 ey
- — 1)

41-1 16 -30 16 1 12| 46
- : g5/ (&)

Table 4.2: Symmetrische Differentiationsformeln fiir die 2. Ableitung

4.2. Der Fehler bei interpolatorischer Differen-
tiation
Zuerst wollen wir ein Restglieddarstellung fiir den Differentiationsfehler her-

leiten, die eine Verallgemeinerung der Restglieddarstellung der Polynominter-
polation darstellt.
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4.2. Satz: Es sei f € C"™ a,bl unda=xy<x1 <---<x,=b. P, €I, sei das
Interpolationspolynom, das die Bedingungen

Py(x;)=f(xi), i=0,1,....n

erfiillt. Dann gilt fiir jedes k= n

n—k (n+1)
(0 (1) — £y — pO ) — T 0 (Mk)

wobei die n+1—k Punkte é;k), j=0,1,...,n—k, nicht von x abhingen. Es qilt

k .
ﬁj( ) e (xj,Xj+k), Jj=0,1,....,n—k,

M = Nk(x) € (min{x, xg, ..., x, }, max{x,xg,...,x})-

Beweis: Das Restglied

Ru(x) = f(x) = Fa(x)

ist (n+ 1)-mal stetig differenzierbar. Weiterhin gilt R,(x;) =0 fiir i =0,...,n.
Eine k-malige Anwendung des Satzes von ROLLE liefert fiir die Lage der Null-
(1)

stellen hoherer Ableitungen folgende Aussagen. Die Nullstellen von R’ liegen

(2)

in den Intervallen (x;,x;41), i=0,...,n—1, die Nullstellen von R, liegen in den
Intervallen (xj,x;12), i=0,...,n—2, usw. Die Nullstellen 5}’07 j=0,....,n—k,
der k-ten Ableitung von R, liegen damit in den Intervallen (x;,x;1 %), i=0,...,n—
k. Weiterhin erkennt man, dass sie nur von der Funktion f und von den
Stiitzstellen abhédngen. Es sei nun

k n_k k
F(x) =R () — o [T (x— ).
Jj=0

Fi(x) hat die Nullstellen & J(k), j=0,...,n—k. Wir bestimmen nun  so, dass
auch Fi(X) =0 gilt. Dann hat Fi(x) n—k+2 Nullstellen im Intervall

[ = (min{x,xg,...,x, },max{x,xp,..., X, }).

Auflerdem ist Fi(x) (n—k-+1)-mal stetig differenzierbar. (n— k4 1)-malige

(n—k+1)

Anwendung des Satzes von ROLLE zeigt, dass dann Fkn_ eine Nullstelle 1
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in I besitzt. Es folgt

0 = Fk("_k“)(nk) — RV () — o(n—k+1)!
= U () — og(n—k+1)!

Damit ergibt sich

o — £ ()
K (n—k+1)!
und
R(k)(x) £ () nﬁk( (:(k))
" (n—k+1)! 5% J

%*

Eine andere Fehlerdarstellung erhélt man, falls man analog zur PEANOschen
Darstellung des Integrationsfehlers vorgeht. Schaut man sich den Beweis des
Satzes an, so erkennt man, dass der wesentliche Beweisschritt im Ver-
tauschen von Integration und Anwendung des Funktionals I(f) — Q,(f) besteht.
Damit gilt aber ein entsprechender Satz fiir jedes Funktional F, das mit der In-
tegration vertauschbar ist. Fassen wir die Differentiationsformel als Funktional
auf, so ergibt sich der folgenden Satz.

4.3. Satz: Es ses
1 n
D(f:h)(x) = . Y Bif(xi)
i=0

eine Differentiationsformel zur Approximation der 1.Ableitung einer Funktion
f an der Stelle x. Weiterhin gelte fiir Polynome p € 11,

D(p:h) = p'(x)

fiir beliebige x und beliebige Schrittweiten h > 0. Dann gilt fiir f € C"*1]a,b] mit
0=1=m die Restglieddarstellung

b

Ru(f) = /() = D(fib)@) = [ 10K dr

a
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mat

=z [%x—r)i—izoﬁi(xi—rﬁ] -

Dabei ist [a,b] = [min{x,xo, ..., X, },max{x,xg,...,x,}|. Die Funktion K;(t) heifst
PEANO-Kern des Restgliedes Ry,.

Bemerkung: Falls der PEANO-Kern ein konstantes Vorzeichen auf dem In-
tervall [a,b] besitzt, so fithrt die Anwendung des verallgemeinerten Mittelwert-
satzes der Integralrechnung wieder auf ein Restglied der Form

FUDE)

(+1)! Ry(h).

Rn(f) -

4.3. Extrapolationsverfahren

Auch bei der numerischen Differentiation lassen sich mittels Extrapolationsver-
fahren aus bekannten N&aherungen fiir die Ableitung an einer Stelle bessere
Néherungen berechnen. Wir wollen die Vorgehensweise an Hand des zentralen
Differenzenquotienten demonstrieren. Er ist durch

i)y = LR =S

gegeben. Es sei f € C?"3[x —a,x+a] und |h| < a. Eine TAYLOR-Entwicklung
von f um den Punkt x liefert

/ h2 /! h2m+2 m
fx+h) = f(x)+hf(x)+7f (x)+'“+mf(2 2 (x)
h2m—|—3
+—(2m+3)!f(2m+3)(5+)
/ 0o J2m+2 .
flx—h) = f(x)—hf(x)-l—Ef (x)—"“"mf(z 2 (x)
h2m+3

- 2m+ 3)!f )
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mit & € (x,x+h) und &_ € (x —h,x). Setzt man diese Entwicklungen in den
zentralen Differenzenquotienten ein, so erhélt man

2m

h? K
D(f;h)(x) = f/(x)+ﬁf”/(x)+§f(5)(x)+---+—(2m+1)!f(2m+1)(x)

j2m+2 f(2m+3) (fé+) + f(2m+3) (é_)

T am ) 2
P S g e
- 3 51 (2m+1)!
hmt2 (2m+3)§
Tama )

mit & € (x—h,x+h). Wir erhalten also wieder eine Entwicklung in 42, wie wir
sie schon beim ROMBERG-Verfahren kennengelernt hatten. Damit gehen wir
hier analog vor.

4.4. Extrapolationsverfahren zur numerischen Differentiation:

Wihle Schrittweitenfolge { hy } und Extrapolationstiefe m.
for k=0 tom do
SO+ hyg) = f(x— )

Dy = e
fori=1tok do
Dy = Dyi1 _l_Dk,l—l D§—1,z—1
h—i\™ |
( hy >
endfor
endfor

Die Bemerkungen und Fehlerabschédtzungen vom ROMBERG-Verfahren {iber-
tragen sich in analoger Weise. Statt des zentralen Differenzenquotienten darf
man auch eine andere Differentiationsformel anwenden. Man beachte aber, dass
man eine symmetrische Formel anwenden sollte, damit man Entwicklungen in
h?* erhilt. Weitere Differentiationsformeln lassen sich auch mit anderen Inter-
polationsarten, wie zum Beispiel der Spline-Interpolation, gewinnen.

4.4. Aufgaben

1. Man leite mit Hilfe der Spline-Interpolation eine Formel zur numerischen
Differentiation her, die die Stiitzstellen x —2h,x — h, x, x+h und x+2h
verwendet. Die Ableitung soll an der Stelle x berechnet werden, & sei eine
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beliebige Schrittweite. Man verwende kubische Splines mit natiirlichen
Randbedingungen.

2. Die erste Ableitung einer Funktion f soll an der Stelle x ndherungsweise
berechnet werden. Wie grof3 ist der relative Rundungsfehler, falls eine der
folgenden Differentiationsformeln angewendet werden?

(a)

R (LR ()

Dabei sei h eine Zweierpotenz, so dass Multiplikation mit 4 und Division
durch h oder 2h exakt ausgefithrt werden.

Was ergibt sich fir f(x) =ax+ b, falls @ und b Maschinenzahlen sind?
Was ergibt sich fiir h — 0 7
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Chapter 5

Eindimensionale
Nullstellen

5.1. Einfache Iterationsverfahren

Wir betrachten die folgende Aufgabe:

Gegeben sei eine Funktion f: D <SR — R.
Man finde einen Punkt x* € D, der Nullstelle der Funktion ist:

fx) =0,

Es ist klar, dass die Aufgabe in dieser Allgemeinheit keine Losung hat. Wegen
der groflen Allgemeinheit des Funktionsbegriffes gibt es auch keine notwendig
und hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkeit der Aufgabe. Der folgende
Satz liefert hinreichende Bedingungen fiir die Losbarkeit.

5.1. Satz: FEs sei f € Cla,b] und f(a)f(b) <0. Dann existiert ein x* € (a,b)
mit f(x*) =0.

Beweis: Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen nimmt f auf [a, b]
alle Werte zwischen f(a) und f(b) an. Da laut Voraussetzung f(a) und f(b)
von unterschiedlichem Vorzeichen sind, nimmt f auf (a,b) auch den Wert Null
amn. %*

Wir erhalten als Anwendung dieses Satzes sofort ein einfaches Verfahren zur
Nullstellenbestimmung einer stetigen Funktion.

5.2. Bisektionsverfahren:
FEs sei f € Cla,b], f(a) <0 und f(b) > 0.

153
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S0 Setze ag=a, bo =>b und k=0.
S1 Berechne

ay + by
S2 Fir
> 0 a1 = Ak, bk+1:§7
nl =0 x=E STOPP

< 0 g1 =8, brp1=by
S3 Setze k =k+1 und gehe zu Schritt S1.

Im folgenden Bild ist das Verfahren an einem Beispiel dargestellt.

as
Qo ay as /

Das Verfahren bricht ab, falls zuféllig & Nullstelle von f ist. Ansonsten benotigt
man noch eine geeignete Abbruchbedingung, wie etwa \@\ = eps. Das Bisek-
tionsverfahren liefert im nichtabbrechenden Falle unter den angegebenen Vo-
raussetzungen eine Folge von ineinander liegenden Intervallen, wobei deren
Intervall-Léngenfolge eine Nullfolge ist; daher erhdlt man im Grenzfall mit
Sicherheit eine Nullstelle der Funktion f. Diese Eigenschaft bezeichnen wir
als globale Konvergenz. Wie wir spéiter sehen werden, ist die Konvergen-
zgeschwindigkeit bei diesem Verfahren aber nicht besonders hoch.

Andere Verfahren erhélt man, wenn man die Funktion f in der Néhe einer Null-
stelle in geeigneter Weise durch eine einfachere Funktion ersetzt. Es sei dazu
f in einer Umgebung einer Nullstelle x* k-mal stetig differenzierbar. Dann gibt
es fiir die Funktion f in einem beliebigen Punkte xy aus dieser Umgebung eine
TAYLOR-Entwicklung. Man erhélt

f(x) = flxo+ (x—x0))
= f(x0) + (x —x0)f (x0) +

ok
N (x —xo)
k!

mit 6 € (0,1). Vernachléssigen wir nun hohere Potenzen von (x —xp) und bes-
timmen eine Nullstelle ¥ dieser so entstehenden Ersatzfunktion, so ist diese

(x—x0)?
2

f(k) (xo+0(x—xp))

f”(XO) 4.
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Nullstelle im allgemeinen eine bessere Nédherung fiir x* als xg. Ein Abbruch
nach dem linearen Glied liefert

0= f(x0) + (¥ —x0) f'(x0)
und damit die neue Ndherung

~ fx)

f'(xo)
Nimmt man noch den quadratischen Term der TAYLOR-Entwicklung mit, so
erhélt man

X = X

T—xp)?
0= £(a0) + (F~x0)f 20) + 2 )
und
P £ (P 0)) —2£ (x0) " (x0)
X=X0— .

f//(x0>

Die obigen Formeln sind als Iterationsverfahren aufzufassen. Man erhélt im
ersten Falle das NEWTON-RAPHSON-Verfahren 1. Art (oder kurz NEWTON-
Verfahren).

5.3. NEWTON-RAPHSON-Verfahren 1. Art:
Es sei f € Clla,b].

S0 Wihle ein xo und setze k = 0.

S1 Berechne

J ()

Xk+1 = Xk — f/(xk) .

S2 Setze k=k—+1 und gehe zu Schritt S1.
Im zweiten Falle ergeben sich die NEWTON-RAPHSON-Verfahren 2. Art.

5.4. NEWTON-RAPHSON-Verfahren 2. Art:
Es sei f € C?[a,b).

S0 Wibhle ein xo und setze k = 0.

S1 Berechne

£ 4 (F/ (60 = 2 (o) £ ()

e ey |
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S2 Setze k=k—+1 und gehe zu Schritt S1.

In beiden Algorithmen fehlen noch geeignete Abbruchbedingungen. Dazu hat
man |xg1 1 — x| und f(xg1q) zu untersuchen,

Beim NEWTON-RAPHSON-Verfahren 1. Art ersetzen wir die Funktion f durch
die Tangente im Iterationspunkt (xi, f(x¢). Die beiden folgenden Bilder zeigen
das typisch lokale Konvergenzverhalten.

ToZ1 T

Im linken Bild liegt der Startpunkt nahe genug an der Nullstelle. Das Verfahren
konvergiert. Im rechten Bild entfernen sich die Iterationspunkte immer mehr
von der Nullstelle. Das Verfahren divergiert. Im néchsten Abschnitt werden
wir das Konvergenzverhalten des NEWTON-Verfahrens genauer untersuchen.
Verwendet man statt der Tangente im Punkt (X, f(X)) die Sekante durch zwei
Punkte (x,f(x)) und (%, f(¥)) zur Bestimmung einer néchsten Nédherung, so
erhdlt man ein Verfahren, das als requla fals: bezeichnet wird. Es gibt drei
Varianten dieses Verfahrens.

Es sei f € Cla,b] und f(a)f(b) < 0. Die Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) hat die Gleichung

—b X—a
b )
a—b+f( )b—a

=

¢(x) = f(a)

Als Nullstelle dieser Geraden erhilt man

¢ /) =bfla)
f(b)—f(a)
Offensichtlich gilt a < & < b. Wie beim Bisektionsverfahren wihlt man nun

wieder von den beiden Intervallen [a,&] und [£,b] das Intervall aus, in dem ein
Vorzeichenwechsel auftritt. Wir erhalten folgenden Algorithmus.

5.5. Regula falsi 1:
Es sei f € Cla,b], f(a) <0 und f(b) > 0.
SO0 Setze ag=a, bo=>b und k=0.
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S1 Berechne

_af(b) —biflay) br—a
ST R0t T F— fan’
n=r().
S2 Fliir
> 0 a1 =ag, by =8,
nl =0 x*=¢ STOPP
< 0 qgp1=6, bpp1=0b

S3 Setze k =k~+1 und gehe zu Schritt S1.

In Bezug auf Abbruchbedingungen gilt das beim Bisektionsverfahren gesagte.
Das folgende Bild verdeutlicht die Vorgehensweise.

1;1 bo

Hélt man eine der Intervallgrenzen fest und verzichtet im Schritt S2 auf die
Untersuchung des Vorzeichenwechsels, so erhilt man eine zweite Variante der
Regula falsi.

5.6. Regula falsi 2:
FEs sei f € Cla,b], f(a) <0 und f(b) > 0.
SO0 Setze xo=a, x; =b und k=1.

S1 Berechne

X0 — Xk

f(xo0) = f ()

S2 Setze k =k~+1 und gehe zu Schritt S1.

J ().

Xk+1 = Xk —
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Das Verfahren konvergiert lokal und nur unter bestimmten Voraussetzungen.
In den folgenden beiden Bildern ist die Vorgehensweise dargestellt.

Die dritte Variante der Regula falsi erhélt man, falls man die Sekante jeweils
durch die letzten beiden Iterationspunkte legt.

5.7. Regula falsi 3 oder Sekantenverfahren:
Es sei f € Cla,b).
S0 Wihle xg € [a,b] und x| € [a,b] und setze k= 1.

S1 Berechne

Xk—1 — Xk

Jo—1) — f(xx)

I ().

Xk+1 = Xk —

S2 Setze k=k—+1 und gehe zu Schritt S1.

Im folgenden Bild ist die Wirkungsweise des Verfahrens an einem Beispiel er-
lautert.

Ly T3

Auch dieses Verfahren konvergiert nur lokal. Abbruchbedingungen sind fiir die
letzten beiden Verfahren noch zu formulieren.
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5.2. Konvergenzbetrachtungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Konvergenzsitze behandeln, die fiir die
Beurteilung verschiedener Verfahren wichtig sind. Dabei beschrédnken wir uns
nicht auf den Fall reellwertiger Funktionen einer Veradnderlichen, sondern wir
betrachten eine Funktion

d:R"—R
und eine Folge

{xi}jen CR"
mit

xi+1:CI>(xi), i:(),l,...
Das sind Iterationsverfahren wie zum Beispiel das NEWTON-RAPHSON-Verfahren
oder die Regula falsi 2 und 3.
Weiterhin sei || of| : R" — R’} eine beliebige Norm auf dem R". Es seien {x;};cn
eine durch die Iterationsfunktion ® erzeugte Folge und & € R” ein Fixpunkt von

®: ®(&) =&. Wenn eine Umgebung U (&) und eine Zahl p existieren, so dass
fiir einen beliebigen Startpunkt xg € U(&) die Ungleichung

HxH_l—(SHiCHxi—gup, iZO,l,...

(und C < 1 im Falle p = 1) gilt, so heifit das von ® erzeugte Iterationsverfahren
ein Verfahren von mindestens p-ter Ordnung. Fiir Verfahren der Ordnung p
gilt der folgende Satz.

5.8. Satz: Jedes Iterationsverfahren der Ordnung p zur Bestimmung eines
Fizpunktes & = ®(&) ist in folgendem Sinne lokal konvergent:

FEs existiert eine Umgebung U(&), so dass fiir jeden Startpunkt xo € U(E), die
durch ® erzeugte Folge {x;};cn gegen & konvergiert.

Beweis: (i) p=1
Es sei Up(&) eine Umgebung, in der fiir alle xo € Uy(§)

[xir1 =&l =Cllxi =&, i=0,1,...
mit C < 1 gilt. Dann gilt offensichtlich

i — & SCllxo—&Jl, i=0,1,...
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und damit
0= lim |lx; — &|| = |lxo— &[| lim C' = 0.
1—>o0 ]—>0
Es folgt

_lim X = é .
i—»o0

(ii)) p>1
Es sei Up(&) eine Umgebung, in der fiir alle xg € Uy(§)

i1 =& =Cllxi = &NIP, i=0,1,...
gilt. Weiterhin sei
1
i) ={x | Ix—¢| =cT7 }

und U (&) = Up(E)NU(E). Dann gilt fiir ein beliebiges xg € U (&)

2
Cllxi1 = &lIP = C(Clpxi—a = &|17)" = P |lxia — &P

2 3
CP P xis — &JJP

i — Gl

A IIA

PP g — g
Pt ;
= ol
NS P
= ¢ (Criwo—¢l)”
Wegen xg € Up(§) folgt
1
Crifxo—&f <1
und damit
, B 1 P
0= lim |x; — &|| CT7 lim (cw \|xo—§|\> ~0.
1—r 11—
Es gilt also wieder

_lim X = g .
i—»o0
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Im eindimensionalen Falle (®: R — R) lésst sich die Ordnung des durch &
erzeugten Verfahrens héufig leicht bestimmen.

5.9. Satz: Es set ®: R — R und ® € CP(U(E)). Fir die Ableitungen von ®
an der Stelle & gelte

oD(E)Y=0 i=1,....,p—1, ®PI(&)£0.

Im Falle p =1 gelte zusdtzlich |®'(E)| < 1. Dann ist das durch ® erzeugte
Iterationsverfahren von p-ter Ordnung.

Beweis: (i) p >
Fir x; e U(§) gﬂt

X1 =P(x;) =P(E+(xi—§)) =P(§) + (xl;#d)(l’)

(E+3(xi—3))

mit einem ¢ € (0,1). Da & Fixpunkt von @ ist folgt

()(E 4 (x, —
g = PLEIOC=) ) <o —gp

[Xit1 — ,
p:
mit
1
C=— sup |[DP)(x)].
P: xeu(§)
(i) p=1
Hier gilt

i1 =&l = D' (E+ O (xi — &) [xi —&].

Aus |[®'(€)| <1 und der Stetigkeit von @ folgt, dass eine Umgebung U;(&)
existiert, so dass fiir alle x € Uy (&) |®(x) =C < 1] gilt. Damit gilt fiir jedes

xi € Ui(§)

i1 —E[=Cl =], C<1.



162 CHAPTER 5. EINDIMENSIONALE NULLSTELLEN

Konvergenz des Newton-Verfahrens

Betrachten wir zuerst das NEWTON-Verfahren fiir eine einfache Nullstelle der
Funktion f. Es sei also f(x*) =0 und f/(x*) # 0. Als Iterationsvorschrift
erhalten wir

Wir haben also die Iterationsfunktion
_ S
PO =50
zu untersuchen. Es gilt
/ fx)  ff () f&)f"(x)
P'(x)=1-— =
R S R R
und damit
@' (x*) = 0.

Weiter ergibt sich

"GO () — £ (x x//xz
&' (x) — S f (f)’(x)];( )" )_2f(f)/1(fx)(3)

und damit

(%
CI)//()C*) — f/ (X*)
f(x%)
Das NEWTON-Verfahren ist somit lokal mindestens quadratisch konvergent, falls
x* einfache Nullstelle der Funktion f ist.

Betrachten wir nun das NEwWTON-Verfahren fiir eine m-fache Nullstelle der
Funktion f (m > 1). Es sei also

A%y =0, i=0,1,....m—1
und

F () #0.

Wir stellen f dann in der Form

fx) = (x—x7)"g(x)
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mit g(x*) # 0 dar. Es folgt

100 = mlx—x*)" g (x) + (x —x")"g (x)

und

F(x) = m(m—1)(x —x*)"2g(x) + 2m(x — x*)" ¢/ (x) + (x — x*)"g" (x).
Damit gilt mit h =x —x*
oy fE)f"(x)
PO = TGe
g (x) [m(m— 1) 2g(x) +2mh™ g’ (x) + h"g" (x)]
[mim=1g(x) + hmg! (x)]?
h*"=2g(x) [m(m—1)g(x) +2mhg' (x) + h*g" (x)]
h2m=2[mg(x) + hg' (x)]*
g(x) [m(m—1)g(x) +2mhg'(x) +h*¢" (x)|
[mg(x) + hg' (x)]*

An der Stelle x* erhalten wir

&/ (x") — gxt)m(m —1)g(x*) _m—-1_ . 1

m2g(x*)?2 om m

Fiir eine mehrfache Nullstelle ist das NEWTON-Verfahren also nur noch linear
konvergent mit dem Faktor C =1 — % Das ist ein schlechteres Konvergenzver-
halten als das des Bisektionsverfahrens.

Konvergenz des Bisektionsverfahrens

Das Bisektionsverfahren hat nicht die Form x;,; = ®(x;). Trotzdem lésst sich
auch hier die Konvergenzordnung bestimmen. Wir wissen aus der Konstruktion
des Verfahrens, dass in jedem Intervall [ay,b;] eine Nullstelle der Funktion f
liegt. Diese Nullstelle sei x*. Dann gilt

|1 — X" = |brgy — ag1 | = E‘bk — ay|

und

[brest = 2| = it = | = 1o — agl.
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Daraus folgt aber

b—a
2k

1
|ag —x*| = ?\bo—ao\ =

und
b—a
2k

1
by —x*| = ﬁ\bo—ao\ =

Die Intervallgrenzen konvergieren demnach linear gegen die Nullstelle x* mit
dem Faktor 1/2.

Konvergenz der Regula falsi 1 und 2

Die Variante 1 der Regula falsi ist wegen x* € (ag,by) und bgy —ags1 < by — ay
numerisch stabil. Sie liefert immer kleinere EinschlieBungen der Nullstelle
x*. Betrachten wir eine einfache Nullstelle (f(x*) # 0) und fordern zusétzlich
f"(x*) # 0, so existiert eine Umgebung U(x*), in der f” ein konstantes Vorze-
ichen besitzt. Wir wollen uns hier auf den Fall f”(x*) >0 und f(az) <0< f(by)
beschrinken. Die Iterationsvorschrift liefert

ax — by

flax) — f(br)

ax — by

flar) — f(br)

f(by) = by —

flak).

&= a—

Wegen

ap — bk
flag) — f(bk)

folgt daraus a; < & < by. Aus der Konvexitit von f (f”(x*) > 0) folgt f(&) <O0.
Damit gilt a; 1 = & und by = by. Die rechte Intervallgrenze bleibt fest und die
linke Intervallgrenze dndert sich in jedem Schritt. Damit geht die Variante 1 der
Regula falsi in diesem Falle in die Variante 2 iiber. Fiir die Untersuchung des
lokalen Konvergenzverhaltens genitigt es also, die Folge {x¢ }ren mit xp 1 = D(xy)
und

>0

D) = v~ b f)

x_
(x) = (D)
zu betrachten. Diese Folge ist monoton wachsend und beschriankt. Damit ist
sie konvergent. Es sei

X = lim xy.
k—voo0



5.2. KONVERGENZBETRACHTUNGEN 165

Aus der Stetigkeit von f folgt sofort f(¥) =0. Wegen f(x) <0 < f(b) und der
Tatsache, dass ¥ Fixpunkt von & ist, also
X—b
F=f——f(%),
GO

folgt (x—b)f (%) =0. Da aber aus f(x) < f(b) x # b folgt, erhalten wir f(x)=0.
Das Verfahren konvergiert also gegen eine Nullstelle ¥ = x* von f. Nun lésst
sich mit Satz [5.9 die Konvergenzordnung des Verfahrens bestimmen. Es gilt

oS wmb e xob
B (R [ R O RN (MR VIS RO}

f () f (x).
Damit folgt

'(x*)=1-

Es ist also lineare Konvergenz zu erwarten. Wir haben noch zu zeigen, dass die
Ungleichung |®'(x*)| < 1 gilt. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
gilt

1O, v <
und
fi) _f*(x ) flm), x<m<x"
Xi—X

Da wir f”(x*) > 0 vorausgesetzt haben, ist f’ in einer Umgebung U (x*) streng
monoton wachsend. Es gilt also

f(m) < f1(F) < f(m).
Auflerdem folgt aus f(x;) < 0= f(x*) und x; < x* f'(n) > 0. Es gilt also

f/(x*) o x*—b / o
O<Fm) = T —rwy ¢!

und damit 0 < @' (x*) < 1. Die Regula falsi 2 (und damit auch die Regula falsi
1) ist unter den obigen Bedingungen linear konvergent mit einem Faktor, der i.

a. nahe bei 1 liegt. Sie lasst im allgemeinen keine besseren Resultate als das
Bisektionsverfahren erwarten.
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Konvergenz des Sekantenverfahrens

Das Sekantenverfahren ist nur lokal konvergent. Wir betrachten das Verfahren
in einer hinreichend kleinen Umgebung der Nullstelle x*. Es gilt

Xi — Xi—1

K e R

wg xS ()~ )
- gl
= () (g ) LB

flxiz1,xi]

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt fiir zweimal stetig dif-
ferenzierbares f

flxict,x] = f(m1), m € (min{x;_1,x;}, max{x;_1,x})
und
1 . k *
flxic,xi,x%] = Ef”(nz), M2 € (min{x;_1,x;,x" }, max{x;_y,x;,x" }).

Ist x* eine einfache Nullstelle (f'(x*) # 0), so ist der Quotient in einer hinre-
ichend kleinen Umgebung U (x*) der Nullstelle beschrinkt. Es gilt

fxl 1,Xi, X ] <y — {'f,/<n2)
| flxi, xizi] =M =sup 2f' (M)

;M EeUX),me U(x*)} < oo.

Damit erhélt man
i =X = Mlx; — x| |y — X7
und
M|xi 1 —x*| = M|x; — x*|M|x;_1 —x*|.
Mit den Bezeichnungen e; = M |x; —x*| und 0 = max{eq,e;} folgt dann

< ; —
€i+1 =¢€j€i—1, l—1,2,...,
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und weiter
eg = O
€l é 6
er = 86-0= 52
e3 = 52.6=258°
eq = §5.6°=8
€ é 6mk

mit mo =m; = 1 und my, 1 = my +m_q. Die Folge {my}ren ist die bekannte
FiBoNAccI-Folge. Das Glied my hat die allgemeine Darstellung

- | 1+\/§ k+1 1_\/3 k+1
=5 2 “\ T2

Fiir grofe k gilt dann

1 (1+\G

my ~

NAWE

Wir erhalten insgesamt

k+1
) ~0.7236-1.618F.

§0.7236
M

Vergleicht man diese Ungleichung mit den Abschétzungen aus dem Beweis von
Satz [5.9] so erkennt man, dass das Sekantenverfahren die Konvergenzordnung

|xk—x*\§ -61'618k.

1
g = 5(1+\/§) ~1.618

besitzt. Damit liegt das Verfahren von der Konvergenzordnung her zwischen
Bisektionsverfahren und NEWTON-Verfahren. Da aber das Sekantenverfahren
pro Schritt nur eine Funktionswertberechnung benétigt, sind zwei Schritte des
Sekantenverfahrens in etwa so aufwendig wie ein Schritt des NEWTON-Verfahrens.
Will man das Sekantenverfahren also mit dem NEWTON-Verfahren vergleichen,
so miiffite man ein " Zwei-Schritt-Sekantenverfahren” betrachten. Dieses hat
aber die Konvergenzordnung ¢ = 2.618 und ist damit giinstiger als das NEWTON-
Verfahren. Man beachte aber, dass bei der Iterationsvorschrift des Sekanten-
verfahrens in der Ndhe der Nullstelle Ausloschung auftritt.

Von besonderer Bedeutung fiir die Untersuchung von Iterationsverfahren ist der
BANACHsche Fixpunktsatz.
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5.10. BaNAcHscher Fixpunktsatz: Es sei (X,]|o]|) ein BANACH-Raum und
P:X—X

eine kontrahierende Abbildung auf X. Es gilt also
3C < 1:Vx,ye X : ||®(x) —P(y)|| = Cllx—y.

Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt & = ®(E) in X. Jede durch ® erzeugte
Iterationsfolge {x;}icn konvergiert fiir beliebige Startwerte xy € X gegen &.

Beweis: Wir zeigen, dass {x;}icny CAUCHY-Folge ist.

[P (xe) — P (x—1) |
Cka —xk_IH = C2ka_1 —xk_2H e = Ckal —X()H.

X1 — x| =
=

Damit gilt fiir [ > k

X7 — x| X — -1 X717 =+ — Xg 1 + X1 — Xk |

S = xall =+ = x4 A e — x|
= (P4 Y — x|

1-Cl=* ck

k
= C—— HXI—XOHEI_CHM—XOH-

Offensichtlich existiert zu jedem &€ > 0 ein kp mit

Cko

I_CHxl —XOH é E.

Dann gilt aber
Vk,l Z k() : Hxl —ka Se.

Damit ist {x;};ery CAUCHY-Folge und konvergiert wegen der Abgeschlossenheit
von X gegen einen Grenzwert & € X. Wir zeigen nun, dass & Fixpunkt von &
ist. Es gilt

0= 1§ —@(&)ll |16 — Xk +x — (S|
16 —xll + [l — D(S) |
16 = xell + [ @ (xi—1) — P(S) |

16 = xell + Cllre—1 = &]-

A |

A |
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Damit folgt
0= & = @(&)l = lim ([I§ —xif| +Cllve—s = &[)) =0,

also

§=(5).

Es ist noch die Eindeutigkeit des Fixpunktes zu zeigen. Es sei N € X ein weiterer
Fixpunkt von ®. Dann gilt

16 =nll = ®(8) ()l =Cl|§ —n],

und damit wegen C < 1
1€ —nll=0.

Wegen der Normeigenschaft gilt aber auch

1€ =nll=0,

also & =n. *

Die in diesem Satz geforderte globale Kontraktivitat von & lasst sich zu einer
lokalen Kontraktivitit abgeschwichen.

5.11. Satz: Fs sei (X,||o]|) ein BANACH-Raum und ® : X — X eine Abbildung
von X i X. Zu xg € X existiere eine Umgebung

Sr(xo) = {x | Ix—xoll <r} =X,

in der @ kontrahierend ist. Es existiert somit eine Konstante C < 1, so dass
fiir alle x,y € Sy(xo) : [|®(x) = @) = [lx =]

qilt. Weiterhin gelte

lx1 —x0l] = || @(x0) —x0|| =S (1 =C)r < r.

Dann besitzt ® genau einen Fizpunkt & € Sy(xo), und die durch ® mit dem
Startpunkt xo erzeugte Folge {x;}ren konvergiert gegen &.
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Beweis: Wir zeigen nur, dass x; € S,(xg) fiir alle k gilt. Der Rest folgt aus Satz
0. 10l
Zuerst einmal gilt x; € S,(xp). Weiter folgt

ek —xoll = []xk —xk—1 +Xp—1 — - —x1 + 21 — X0
= [l = x| o =22l 4+l — ol
= (CT P CH D) — o
1-C* 1-C*
= Tgll—wl S —F(1-Cr=(1-Cr<n
Damit gilt x; € S;(xp) fur alle k. *

Der letzte Satz sagt aus, dass ein Iterationsverfahren konvergiert, falls die It-
erationsfunktion in einer Umgebung des Startpunktes (nicht des Fixpunktes!)
kontraktiv ist, und falls der erste Schritt nicht zu weit vom Startpunkt wegfiihrt.

5.3. Konvergenzbeschleunigung

Wir haben bisher verschiedene Verfahren zur Nullstellenbestimmung und ihre
Konvergenzeigenschaften kennengelernt. In diesem Abschnitt geht es um Meth-
oden zur Transformation einer Folge {x; }ren C R in eine andere Folge {%; }reny C
R mit besseren Konvergenzeigenschaften. Diese Methoden lassen sich natiirlich
auch auf Folgen anwenden, die von Verfahren zur Nullstellenbestimmung her-
rithren. Betrachten wir also eine Folge {x;}reny C R, die von einer Iterations-
funktion @ erzeugt wird:

Xk+1 :CD(xk), k:O,l,...

Der Grenzwert & der Folge ist (falls er existiert) ein Fixpunkt der Iterations-
funktion ®. Es gilt also & = ®(&). Damit ist £ Nullstelle der Funktion

Es seien nun x; und x;; = ®(x;) Glieder der urspriinglichen Folge. Wir verwen-
den x; und x;y1, um mit der Funktion g einen Schritt des Sekantenverfahrens
durchzufithren. Dabei bestimmen wir die Nullstelle der Geraden durch die
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Punkte (x,g(xx)) und (xgr1,8(x%r1)). Man erhélt

— Xk_|_] — Xk (xk)

Xk — Xp—
8(Xkr1) — & (xk)
X1 — Xk
= X — Cbxk — Xk
q’(xk+1)—xk+1—(q’(xk)—xk)( o) — %)
Xk4+1 — Xk
= Xp— X1 — Xk
(xk+2—Xk+1)—(xk+1—Xk)< " )
_ (X1 —xz)?

(k2 = Xy 1) — (o1 — %)
Mit den Bezeichnungen Axy = xgy —x¢ und A%x; = A(Axg) = Axgy | — Axg lautet

die obige Formel

(Axy)?
Azxk '

X = X —

Diese Konstruktionsvorschrift der Folge {X;}reny wird als A2-Methode von
AITKEN bezeichnet.
Im folgenden Bild ist die prinzipielle Vorgehensweise des Verfahrens an einem
Beispiel dargestellt.

o ma

;;:::f—‘:‘:r:;—-;}zk-l-1:Ek+2 Zk+1 Tk
" el y = g(.’l?) = (I)((E) -7

Es lédsst sich zeigen, dass die Folge {X;}ren schneller als {x;}ren konvergiert,
falls sich die Folge {x;}reny asymptotisch wie eine geometrische Folge verhélt.
Trotzdem erscheint der Weg der Transformation der Folge {x; }xen in die Folge
{Xx }ken nicht sinnvoll. Wenn man schon aus drei Folgegliedern xy, x; 1 und x4 2
mittels der AITKENschen A%-Methode eine neue Niherung 5 berechnet hat, so
liegt es nahe, diese auch gleich wieder zu verwenden. Wir setzen also xjy3 = X
und berechnen x;.4 aus xpy1, xgip und x;y3. Das fiihrt auf die Methode von
STEFFENSEN:
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Es sei @ eine Iterationsfunktion und x; ein Iterationspunkt. Wir berechnen den
néchsten Iterationspunkt geméf

o = P(x),

ik = (D(yk>7
el = xp— (v — xx)? .
zk—2yk+xk

Diesem Vorgehen entspricht eine neue Iterationsfunktion W. Es gilt
X1 = Pxx)
mit

@) ]
D (P(x)) —2P(x) +x

Y(x)=x—

Der Zusammenhang zwischen @ und ¥ wird im folgenden Satz beschrieben.

5.12. Satz: FEs sei @ eine Iterationsfunktion und ¥ sei nach der Methode von
STEFFENSEN aus ® erzeugt, also

[@(x) —
D (D(x)) — 20(x) +x

Y(x)=x—

Dann gilt

1. Ist & Fizpunkt von ¥, so ist & auch Fizpunkt von ®.
2. Ist & Fizpunkt von ® und gilt in einer Umgebung von &

D(x) —x
(x—=&)”

mit einem p =1, so ist & auch Fizpunkt von V.

lim =A< oo

x—E&

Beweis:

1. Es sei W(&) =£&. Dann folgt

e -8,
B(B(E)) —20(8) +2

und notwendigerweise ®(§) = &.
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2. Es gilt

mWx) = lim|x— (D _x]z
)}aﬁ‘P() B )}%§< <I>(CI>(x))—2CI>(x)—|—x)

Im Falle p =1 folgt sofort

. : A(x—¢)
IimW(x) = & —lim
x—E @) . x—E <1+‘D}E)i)§—x>_1
B . A(x=¢) _ B
lim Ay ¢ imle=8) =46
Fiir p > 1 ergibt sich
— p
lim¥(x) = &— lim Aéx _5) .
x—E& x—& (1_|_ i}?éx) 1
_ - A(x—=8)”
= o lim oo N
(1—|—(x_§)p(x—§)l’ ) 1
_ : A(x—8)P
a é_il—% P(x)—x p—1_ (P) | 20x)—x 2 2p—2
PR - (B [ ] g

x—& pA+ (g)Az(x— 5)17—1 + ..
= ¢E.
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*

Der folgende Satz zeigt dariiber hinaus einen Zusammenhang der Konvergen-
zordnungen von @ und V.

5.13. Satz: Durch die Iterationsfunktion ® sei ein Verfahren zur Bestimmung
des Fizpunktes & gegeben. Es existiere ein p Z 1, so dass die Iterationsfunktion
® (p+1)-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung des Fizpunktes & ist und

oM (E)=0, k=1,...,p—1

gilt. Im Falle p=1 gelte zusdtzlich ® (&) # 1. Dann gilt fiir die Konvergen-
zordnung q des durch die Iterationsfunktion

(®(x) —x)°

) = >~ 5@ - 200) 1x

erzeugten Verfahrens:

1. g=2p—1 falls p>1 bzw.
2. q22 falls p=1.
Beweis: TAYLOR-Entwicklung von @ in der Nihe von & liefert
(x—S)” +( (x—&)rH!
®(x) = P &P Pr+1) — 1
() =®(&) + B0 (€)=l - 8)), e )
und weiter
P(x) =E+Ax—&) +Bx—&)"!
mit
1

— WP = B(x) =
A=—o(&). B=B(

1
(p+1)!

Wegen der Stetigkeit von &) und &P+ gind A und B beschrankt, und es
existiert eine Umgebung von &, in der

§=6(x)=Ax— &) +Bx— &)

Pt (x+ 0(x—&)), ©€(0,1).

so klein ist, dass ®(P(x)) ebenfalls in eine TAYLOR-Reihe entwickelbar ist. Es
gilt

D(D(x)) = B(E +8) = & +AS” + BS"H!



5.3. KONVERGENZBESCHLEUNIGUNG 175

mit
1
(p+1)!

Fiir W(x) gilt dann in der Néhe des Fixpunktes &

B=B(x) = dP(E+D88), Be(0,1).

xP(P(x)) — (¢(x))°
D(P(x)) —2P(x) +x
(=) (E+A8”+ B — (£ +6)°
T EHASPHBOPH —2(E+8)+E+(x—E)
_§PH+E(ASP 4+ BOPT) + (x— )6+ (x—E)(ASP + BEPT!) — £ 285 - &7
B (x—&)—26+Ad6P +Bor+!
E[(x—&)—26+A8P +BSPT1] + (x— &) (ASP + B&PTH) — 52
(x—&)—20+A6P+ Bor+l
82 —A(x—&E)6P —B(x—&)6r !
(x—§&)—26+A867 +Bort!

Y(x) =

=& —

Setzen wir
§=A(x—&EP—Bx—&PT =C(x—&)P, C=A+B(x—&),
so erhalten wir

C2(x—E)2P —ACP (x — §>p2+1 —BCPH (x— §)p2+p+1

) = ) ot & ACY G &)+ BCP T (x By

Fiir p > 1 folgt mit h=x—¢&

| C2—ACPh(P=) — Bep it

— & _ 2P
Tl =c—h 1 —2ChP=1 + ACPRP* =1  BCPH1pp*+p=1

und es gilt

; C2— ACPh(P—1) — BCPHipp'—ptl
1m

2 2
— e :A .
x—E 1 —2ChP~—1 + ACPhP*—1 4 BCPH1 pp*+p—1 ¢ 70

Damit besitzt ¥ die folgende Darstellung;:

W(x) =& —A*(x— &)+ O(lk = &),
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Das durch die Funktion W erzeugte Iterationsverfahren hat also die Konvergen-
zordnung g =2p — 1.
Im Falle p =1 erhélt man

C2(x—&)? —AC(x—&)* — BC*(x - £)°

YO S T G 2 B+ ACG— B+ B £
L C—A—BC(x—¢&)
= é C(X §>2(x_§)(1—2C+AC+BC2(X_§))
e B(x—&)—BC(x—&)
= &—(( 5)2()6_&)(1_2(:‘—|—AC—|-BC2(X_‘§))
= E—Cx—&)? s

1-2C+AC+BC?*(x—&)’
Hier gilt wegen

_ ]
limB = limB = -®"(£), limC=A

x—& x—§ 2 x—&

. B—BC 3§ —5@"(6)A  @'(E)

x3E 1 —=2C+AC+BC2(x—&) (1—A)2 - 2(1—-A)
Fiir A # 1 erhalten wir dann

i) =& -2 (g ox—ef),

2(1—A)

Das durch die Funktion W erzeugte Iterationsverfahren hat somit eine Konver-
genzordnung g = 2. *

Bemerkung: Im Falle p =1 ist nur die Forderung A = ®'(£) # 1 fiir die
Konvergenz des durch ¥ erzeugten Verfahrens notwendig. Man erhélt auch im
Falle |®'(&)| > 1, also in einem Fall, bei dem das durch ® erzeugte Verfahren
divergiert, ein quadratisch konvergentes Iterationsverfahren.

5.14. Beispiel: Es sei ®(x) =x?. Fixpunkte sind £&; =0 und & = 1. Es gilt
®'(&) =0, @"(&)=2= quadratische Konvergenz
und

@' (&) =2 = Divergenz.
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Wiéhlt man einen Startpunkt |xo| < 1, so ergeben sich konvergente Folgen mit
dem Grenzwert & = 0. Fiir einen Startpunkt |xg| > 1 divergiert das durch &
erzeugte Verfahren.

Mit der STEFFENSEN-Methode erhélt man die neue Iterationsfunktion

(P —x)? X242 —x* 200 &P
22 Fx x*—2x2+x
Aa-1) X

T X —2x+1) R24x-1

¥Y = x

Fiir |xo| =1/2 ist ¥ kontrahierend und die erzeugte Folge konvergiert gegen
&1 = 0. Die Konvergenz ist kubisch. Es gilt

Xi+1 = ‘P(x,') =~ —x?.
Wendet man aber die Iterationsvorschrift
Xiy1 = P(P(x;)) = x?

an, die einen geringeren Aufwand als das durch ¥ erzeugte Verfahren hat, so
erhédlt man sogar ein Verfahren der Konvergenzordnung ¢ =4 zur Bestimmung
des Fixpunktes &;. In diesem Falle bringt die STEFFENSEN-Methode also eine
Konvergenzverschlechterung.

Fiir [xo| 2 (vV/5—1)/2 ist ¥ ebenfalls kontrahierend und die erzeugte Folge kon-
vergiert gegen & = 1. Nach Satz konvergiert die durch ¥ erzeugte Folge
wegen @(&;) =2 # 1 mindestens quadratisch. Dies erkennt man auch aus

¥(&) =0, ¥'(&)=4+#0.

In diesem Falle bringt die STEFFENSEN-Methode eine wirkliche Konvergen-
zverbesserung. @

Die Situation aus diesem Beispiel ist typisch. Bei Verfahren mit einer Kon-
vergenzordnung p > 1 bringt das STEFFENSEN-Verfahren eine Konvergenzver-
schlechterung. Vergleicht man nédmlich einen Schritt des durch W erzeugten Ver-
fahrens mit einem etwa gleich aufwendigen Doppelschritt des durch ® erzeugten
Verfahrens, so gilt

xi+1 = ¥(x;) = Konvergenzordnung ¢ =2p — 1,

Xit1 = ®(P(x;)) = Konvergenzordnung g = p> > 2p— 1.
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Fiir p > 1 sollte man also besser das urspriingliche Verfahren nutzen. Eine
wirkliche Konvergenzverbesserung erreicht man nur fiir linear konvergente oder
divergente Verfahren.

Wir betrachten das einfache Iterationsverfahren

D(x) =x+ f(x).

Jede Nullstelle von f ist Fixpunkt von ®. Mit der Methode von STEFFENSEN
erhalten wir die neue Iterationsfunktion

(f(x)?

o) = e T G ) 2 ) T
B 0 3) S 4 €)
Tt /) —F ) F/C-T0)

Ist |[f(x)] < 1 (Das ist der Fall, falls der Punkt x nahe genug bei einer Nullstelle
von f liegt.), so stellt der Nenner eine Néherung fiir f/(x) dar. Man erkennt
die Verwandtschaft zum NEWTON-Verfahren. Aus diesem Grund wird dieses
Verfahren auch als Quasi-NEwWTON-Verfahren bezeichnet. Ein anderes Quasi-
NEWTON-Verfahren erhélt man, falls man von der Iterationsfunktion

B(x) = x— F(x)

ausgeht. Es ergibt sich

YW
O = o r a0

Ist & eine einfache Nullstelle von f, so gilt ®'(&) # 1. Mit Satz folgt dann
die quadratische Konvergenz der Quasi-NEWTON-Verfahren. Man beachte aber,
dass in der Néhe der Nullstelle beim Berechnen der Nenner Ausléschung auftritt.

5.4. Hybridverfahren

Es erscheint sinnvoll, global konvergente Verfahren mit lokal schneller konver-
genten Verfahren zu koppeln. Das fithrt auf sogenannte Hybridverfahren.
Wir geben ein Hybridverfahren an, dass das Bisektionsverfahren mit einem
lokal schneller konvergentem Verfahren kombiniert.

5.15. Hybridverfahren:
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Fiir eine Funktion f sei durch ® ein Iterationsverfahren zur Nullstellenbestim-
mung mit einer Konvergenzordnung p > 1 gegeben.

Weiterhin sei |a,b] ein Intervall mit f(a)f(b) <O.

Die Funktion f erfiille alle Voraussetzungen des durch ® gegebenen Iterationsver-
fahrens.

O.B.d.A. sei f(a) <0 und f(b) > 0.
S0: Setze

ay=a, bo=b, xp=a, k=0.

S1: Berechne u = ®(xy).
S2: Wenn u ¢ [a, by, so gehe zu S5.
S3: Berechne n = f(u). Wenn

> 0, d=Uu—ay,
n< = 0, x*=u, STOPP,
< 0, d=bp—p.

S4: Wenn d = (b —ay)/2, so gehe zu S6.

S5: Setze w = (ay+by)/2 und berechne n = f(u).

S6: Wenn

> 0, a1 =ay, b1 = X1 = MU,
= 0, X =4, STOPP,

< 0, g1 =Xk41=H, bry1 = by

S7: Setze k=k+1 und gehe zu S1.

Falls durch @ in einem Schritt ein Punkt g auflerhalb des aktuellen Itera-
tionsintervalls erzeugt wird, wird ein zusétzlicher Bisektionsschritt ausgefiihrt.
Das geschieht ebenfalls, falls das neue Iterationsintervall grofler als die Halfte
des alten Iterationsintervalls werden wiirde. Dadurch wird globale lineare Kon-
vergenz mit dem Faktor 1/2 gesichert. Lokal sollten nur noch Schritte mit dem
schneller konvergenten Verfahren ausgefiihrt werden.

5.5. Aufgaben

1. Man zeige, dass fiir f € C?[a,b] gilt:
Fiir beliebige x,y,z € [a,b] existiert ein & € I[x,y,z] mit

1

Ef//(é) zf[x,y,z] .
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I[x,y,7] bezeichne das kleinste Intervall, das x,y und z enthilt, f[x,y,Z]
bezeichne die zweite dividierte Differenz.

Hinweis: O.B.d.A. sei x=y =z Man entwickle f bis zum quadratischen
Glied und wende den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen an.

. Man zeige:

lim Xi = 2
[—>o0

fiir xo =0 und x;3.1 =v2+x;, i =0,1,...
Man zeige, dass die Iteration
Xi11 = COS Xy

fiir alle xo € R gegen den einzigen Fixpunkt & (§ = cos&) konvergiert.

. /1 R—> R habe die einzige Nullstelle £. Man zeige:

Wendet man auf die Iterationsfunktion

D(x) =x—f(x)
die Methode von STEFFENSEN an, so erhélt man die Iteration
2
Xyl = Xp— f () n=01,2...

S (xn) = f(en — f(xn))

Man zeige weiterhin, dass dieses Verfahren fiir eine einfache Nullstelle &
lokal mindestens quadratisch und fiir eine mehrfache Nullstelle & linear
konvergiert.

. Die Funktion f: R— R sei fiir allexe U(&) = {x\ ]x—§|§r} zweimal

stetig differenzierbar. Dabei sei £ eine einfache Nullstelle von f (f(&) =
0, /(&) #0). Man zeige:

Das Iterationsverfahren

y = xn—f/<xn>_1f(xn)
Xpp1 = y—f(a) " F )

konvergiert von mindestens 3.0rdnung gegen &.

Man berechne iterativ x = % fiir ein gegebenes a > 0 ohne Verwendung der
Division. Fiir welche Startwerte xo konvergiert das Verfahren?
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